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ОГЛАВЛЕНТЕ 

Введенле 

1. Предмель моханики. Теоретическая механика 
э, Раздфлол:о тсоротической моханнкя 

‚ Попяю о маторьяльной п тоометрической толь 
. Постулолельное дрижене тьла _ 

Предварнтельныя статьи 

1 0 хунншяхъ 
Позниые о перемнвыхь незазполмыхь и о фупьцяхь . 

- Опродфлене завпелмости между певавленной поремьелой в фувк 
щей ея. ее.“ 

0 безконечномалыхъ величинахъ и предёлахь Функций 

‚ Поняв о безколечномвлой велвчинь 
Понаме о предфяь функ ...... 
Пронаведеше бозвонечномаяьй золичивы по конечную 
Сумма конечшиго чнела безконечпомалыхь величинь 

. Фупкща аметъ одинъ предьль 
Предьать суммы конечнаго числа фувящи 
Предьть проповедены ибскольнихь фунншй 
Предькь отношевя двухь фунцй!.. 
Предьль стодели функц 
Предьль корня фуньци 

ПГ. О геометрическихъ вецичинахь или векторахъ 

Попе о геометрическихь величинахь . 
ДЬьвсввы надъ геомотрическимя величинами... (0... 
Соотношен® меязду геометрической суммой п слагаемыми зокторами - 
Оложеше нёсколькихь векзоровь. 0 0... . (..- 
Сложен:е трехь  вавымиопорпендикупярныыь певторовъ 
Проевщя вевтора на 06. еее. 
Зазисимость можду векторомь и проевщёй ого на ось 
`Проевых геометрической сумы иаекольнихь векторовъ 
Проекцы вевтора на три вваимноперпендикучярныя оси . 
Соотношеше между длиной вектора и поордшнотами жовечныхь то 
чекъ его {еее еле 

. О тоометричесномть проявъедев 
Задьми ,.. 

= 
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Ее м а ста. 

ТЛУВАТ ст 

Опревълеже движеня. Зависимость между разетоя 
щемъи временем. 

$ 29. Даниня, необходимый для опредьленя движеня точин 35 
$ 30. Обь опредыешя траекторт 4..0... .. 36 
$ 31. Завыоньость между разетояшемь и премепемь 
$ 82. Приыбръ опредёлеми дянжел 4... .... 38 
$ 33. Чьстные случан энапсимости между разстояаюль и премелемь 46 
$34. Задачи. елена ь ... .. 48 

ТУвВли 

Сложен1е и разложен1е движен!й 

3 35. Поняме объ абеолютпомь м отнооптельвомь движев п Пиижоно 
отвосптельноо я перелосное а: ., ... .. Ш 

$ 36. Примёры (еее и. + |: 
$ 7. Виды перепосныхь движенИй поступательное п вращательное . 49 
$ 83. Общ: лыемь сложени поотупательныхь диет, Порплезотрьмь 

хордь перембщенй .... и. ... ... 5 
$ 30. Мвогоугольшиьь дврженй 2.0... И 53 
$ 0. Примвчеше правиль спошешл зеыторовъ нъ сложеншо двишеш! .  оЁ 
$ И. Оложенто трехь прямоливейных» дапжезй, напразлевя хоторыхъ 

ззапмноперпеидикучярны (еее: - 55 
$ 12. Задача + 58 

ТЯАБАШ 

Снорость. 

$ 38. О быстроть вии скорости движения. Скорость равномЕрнаго двищены 69 
$ 4. Едваньа скорости. Слытоличесвое ободноленя ея... 0... 61 
$ 45. Поломитетьная и отрицательная величина скорости .. . 82 
$ 46. Опредьлен!в скорости равномёркато движен!н графически 83 
$ 41. О направления снорости ..., ..., ие: в 
8 48. Задачы (-.:... 4... бо 
$ 49. Перемьяное давшению. Средпяя скорость 68 
8 50. Скорость въ данное мтновене . .... . — 
$51. О приращеви и даференщаль вы ‚баров какъ проваводнь 

оть раволоякя по яременн.. о... 2... 18 
$ 52. Опредёленю скорости пережьитаго двяшевя трафичасвы. 14 
8 58. Зазповмость между скоростью м пременем» ....... 16 
$ ы. Поспроешо кривой скоростей по вриеой разолояннй: я 
& 55. О нанбольшихь и навменьшыхь зноявяйсь звали. . 9 
$50, Задачи. 0... еее еьь 5 
8 57, Равноьрное ируговое даилеще точны, Угловая скорость едвинща ел 8$ 
$ 58. Зависимость между скоростыо точки`и тисломъ оборотозъ ея. 86 
& 59. Неравномёрное движеше точны по кругу. Утловая епорость - 8 
$ 60. О врилизый нривыхь вин! . еее ни ь я _ 
$81 Зависпность нешду яшаейной и угловой оторослими точит ть про- 

извольномт двинент. .. . . р 9% 
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. Опредёлеве скорости вь лапой заппенмости поордишать оть вре- 
менл. Предьлт, отношешя хорды по времени. ... .. 51 
Задача, еее. ..., Е 

ТЛАВА 1 

Сложен1е и разложенле зкороетей 

. Общее правило сложеши скоростей, Парапелограм» п многоутоль 
нь скоростей лье, в 
Треугольник, перомфиных» векторов» И: 

6. Частные случаи слощени скоростей. . 100 
. Задачи еее . 108 

ГЛАВА У 

Ускорен1е 

. оняше объ ускоревЁи какъ о велячний, опредлающей оыстроту 
пзмфновн скороетн. Среднее Уакорошие . ие. , .. 106 

5. Единица ускорешя 5. еее тень . 108 
. Усвопсо въ датное меновен{е въ прогзольомь дивкенни. Касо 
тольное ускореше ..... ... .. (к 

. Нормальиое ускореше. Полное убкореше ... 1 
72. Предёль отношев! спнуев элементарной дуги къ самой дугЬ. . 114 
З. Предьть отноптевуя опомеврарлано урё нь соойшотвующему про 

межутку временно 4... — 
. Прололжеще 8 1 ...... ... 315 
. Нормальное ускорово лъ круговомь дьпнени Вто 

5. Ускореше въ частныхь нидахь двяжевй ... .- 
. Опредфнеше касвтельнаго ускорашя графически ..... . 18 
‚ О павбольшихь и нанменьшихь величицахф разстолнйй . . 120 
, Равномврноо движеше ........ нь: . 19 
. Задача. ,... ; 122 
. Угловое ускорее - 196 

2. Задачи. .... 128 

ГПАВА \+ 

Сложен1е ускорен!й 

. Общее правило сложена ускоревй и... 120 

. Оложене ускоренН? въ двежени, заданномь завнслмостью коорди 
пыть оть времени -.-. а 131 
Задачи ... 182 

ГЛАВА УШ 

Опредзлен1е движеная точки но скорости 

. Разномьрное дввжен!е . 184 

. Задачи... .. . 4... . 186 
. Опредёлеве площади иривой ливш .. 4... - _ 
Опредьлеве разстоящя точки въ перемфиномь дазжени . 138 

. О зычнолени продфаа суммы безконечвомальхь ведичинть 12 

. Опрежьлене разотоявйн въ частвыхь случаяхь иаижешя .. „8 

. Поскроеве кривой разстоацёй по данной правой сноростей . 148 
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сп 
$ 38. Овредфаеше дапяешя точзи при водо спороотт воохатолтющими 

по осямь коордишить ос. -. иене ес 
$ 34. Приближенцыя формулы для пычпелетя пабщодой 118 
$ 95. Вадачь еее еее 149 

Т ЛАВА У, 

Опредъленте движенгя точки по ускореню 

$ 96. Опредфлевав скорости по ускоренцо въ прямолинейчомь дриженьт . 151 
$ 91. Опредлеве скорости по каситольпому ускоренйо вв иривоялией 

вомь движении с. ..... ... иене 194 
ь 8. Опредьленю пропзповъяаго дрлажешия точип поерадотомь прости 

ускореши на оси координать ,..... . . 1 
$ 59. Задвча ... .. река + . 156 
$ 100, Перечень сповоболь опредёлещя друзиетия точкп . 157 

ТЛАВА ХХ 

Движенте ть брошенныхъ 

$ 101. Обиия замбчалн - 4... .155 
$ 102, Движеше тЬхь, брошенных вовзъ . = 
$ 103. Движеню ть, брошенпыхь рверхъ 159 
$ 104. Задазв ЗИ _ 
$ 105. Движене тёлъ. броепрыхь подь утломь къ гориаовту. . 162 
$ 106. Задачи 0... еее 164 

ТЛАВА Хх. 

Колебательныя движен1я (гармоническя). 

$ 107. Повяие о колебательномь дишиеп!т. Гармоиичесвое днажеш ›‚ ‚ 168 
$ 108. Завпенмость меду разетоятезть и временемт зЪ гврмонпческомъ 

двишени ‚... уе еее еее, 9 
$ 109. Скорость и ускорене . + с 
$ 110. Слошеще двумь гармонпчесвихь дважениЕ .. . 122 
$ 1. Частные случат спожешя гармочичесвихь дьпженй . 19% 
3 112 Сзожеше трех гармоллческихе диланелий - 

ГЛАВА Ш 

Движен!е твердаго тЪъла 

$118 Шензыйняемая система точенъ, продаете положевёя ея зъ про 
стравотв8 0... .. о. и, . 176 

$ 114 Движене точек та пироиельно данной плоскости "Пеширь и о 
зращенй 0 ...... . ... «317 

$ 16. Движеве твердого тд, лывющего поподьшиную гочру 19 
$ 116. Разложеш:е энементарнаго перемьщняя зиердаго „бля м постули- 

тельное м вращахельное. ... Оз < 
$ 117. Спожене поступалельныхь донын |, а . 182 
$ 218. Изображене вращательныхь движен!! посредотвомь осей . . 188 
$ 315. Сложомо двухь прашлошей, обл хоторыжь порзлольии п апризлели 

я» одну сторову .... уе 
$120 Сложене двухь врыщен!, осв хоторых» наралельны и нзправаены 

въ развыя стороны .. и... нь. 18 
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‚ 121. Словешю двишевЫй врыцахельваго п поспупательчахо, порпеидиху- 
пяриаго къ осл врыщешя о... 4... - 186 

$ 199. Слошевйе прыцалельнаго и поступатольнаго дрижешй ‚ . .. 1897 
& 198. Сложеше двухь прыщей, осп которыхь пересфкаются. Правило 

пораненограма с... и... . 188 
$ 124, Многоурольныкъ радотй . и. . 0 
$ 155. Оломене двухь рвет обт которым мо полит, одвой пло. 

кости ..-. . ие. 191 
$ 198. Обиие эыводь о спожонья доишений тнердаго тьла — 

Е ЕЕ ЕТ > М ЕЕ Е >. 

ТЛАВА ХЦ 

Основныя начала динамики 

. Начано косцости м начано независимоств . г 195 
‚ Примьры, подтверждающую пачаше носности и незавиевмости 
. Силы п изъ измфрене . 
. Масса тьяа ..... Я (4: 

. Виды двишешй подь дьйстыемь разлизныхь силъ . 20 

. Графическое нвображене силь ... .. 202 
& . Едипицы для поогьрешя свлъ и маесь . 

5 адачв ... .. .. 204 
$ 185, Метричесвая спотема фр 
$ 136. Абсолютная олстема мьръ . 205. 
Х 187. Начало противодьйстйя. ‚.. ‚ 206 
$133. Програма н раздвлеше динамлки ‚209 
$ 120. Еннематика п статика. 0... ‚219 
$ 10. Суожевю п разложетс слль .— 

Динамина точки 

ГДАВА ХИ 

Зависимость между силами, приложенными къ точкь 

$ М1. Сложен п разложешю они, дЬБотвующихе ме точку 912 
< М8. Условш равпозвоя спль, дьботвующихь на точну Уравнешя рав- 
ов о. т.м 

* 148. Вадали .215` 

ГДАВА п 

Зависимость между силами и движенемъ точки 

У 1 Уразнешя двивеля .. . .21т 
$ 145. Опредьлевю сить но данному движенйо точки . . 218 
$ 146, Опредёлеше движешя точки по деннымь опламт (о. 
$ МТ Проенцёя равводЪйотвующей сниы па касательную п нормаль › . 200 
$ 148 Задачи .- .. .- ее .. 2 
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1 ЛАВА ХУ 

Законъ количества движеня 

141, Выводт закона количества даяжешя 
150. Частвые случа движоны. .... 
151. Уранвен провецли количестия. движке 
152. Задачи .... ее 

ло 

ГЛАВА ХУ. 

Работа и мощноеть 

$ 158. Пониме о работ слмь ..., 
$ 251. Едвница работы ш ея лемреше ое не с. 
$ 155. Работа постоянной сплы, совпедьющей съ паправлешемь движешя 
$ 186. Работа послоявиой еплы, составляющей уголь зъ павравлелемь 

движеня точки. + еее 984 
157. Работа перомфиной силы, совиадающей съ паправломемь прамо- 

линейного двиошя точЕц еее тень, 280 
$ 156. Работа леремёниой по зенизийь п мапрашиемио сплы, соотавияю- 

щей уголь съ прямолннейнымт дпиженемъ точки... 
$ 157. Средняя велиянна сплы ли средпее`успие. ... 
$ 160. Построеме хриной работь (ен .. 
$ 16%. Завпенмость между рабогами свлы равподьйствующей п спль со- 

ставляющих ть (еее . 284 
8 Работа сплы ири состоввомь переицевт токи (0... 0... 235 
$ 168. Работа перемфиной сплы при произноньномь перемыщель: точки . 236 
$ 144. Работе похтоявной сялы при вриволинейномь движении точки .. — 
$ Задачи еее ве 
$ 186. Опредёлен!е завнопмоств между работой опиы п временем, . 230 
& ИТ Мощновть. .... .. .. 3 
& дяница модяости еее 2 
$ 186. Овредфлеше мощности зь чаествыхь спучаяхь .- 
$ 170. Построеве кризой мощностей... 0.0... ВЕ 
$ МЫ Задачи . еек . 246 

ГЛАВА ХУИ 

Законъ живыхъ еилъ. 

112. Выводъ завонв живыхь сишь въ спучаб постоянной силы - 
173, Занонь атвыхь сияь при произяольномь датиениг точки 
174. Вадачи ... ит 

ГЛАВА ХУШ. 

Движен1е несвободной точки 

Е 

5 105. Понязе о несвободной точиф .... очень 255 

& 176. Заывна причинь, ограничивыющихь свободу движеня, силами . . 25” 
& ИТ. Опродблешо пошол сплы, овифшиющей прошу, сералигутиито- 

щую свободу движения точни ... (1. (к 
& 178. Сила, пвыбвяющая дЬНотье сибкой нити на эдарииьивиоо ею тя _ 

желое тл0 ое, оне 285 

$ 199. Сила, пырашезющая дёНетоло итп пря двожелья та по кругу . 280 
& 180. Сила. замёняющая иВйстые нити въ мелематичесцомь маятник . 261 
& 381 Давленю наклонной плоскости но тло (Ревкщи плоскости) 203 
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182. 

133, 
184. 

135. 

180. 

187. 

185. 

150. 

150. 

191, 
192. 

198, 

194. 

195. 

196. 
197. 

15. 

199. 
200, 

О сопровлёлещи при дшижеши твла по плоскости. Треш . 25 
О сопротивленм среды о... . ... . 288 
Задачи 0... .. . 200 

ГЛАВА ХХ 

О моментахъ вилъ 

Моменть силы отвосительно точки еее осн. 98 
Изображеню момсви оллы пекторомъ (ппяеНный моменть снлы} 274. 
Момошиь сплы отпосллельно оби... 0... 8 
Соотнотенв между илощадью треугольника п провкийЁ ея на про- 
ПзволЬНую ПОСКОСТЬ ео еее 96 
Соотношеше между моментами силы относптельно осн п точны. . 277 
Соотношене между моментомь силы относптельно точки я момен- 
хамп относительно треху осей, проходящихь через точку .  .318 
Момешть равнодфотвующеой опль, прилошенпыхь къ тозкё. = 27 
Сумма момеятовь опль, ныхолящихся въ равновфот...... 981 
Соотношея1е между моментами снлх отяосительно разинчныхь то 
че... ИВ АЗИЗ 
Соотнотеше между суммами момептовь однфхь п тхь ше снлъ 
относптельно разныхь лочень , ое. 288 
Алаплепческое выражен суммы моментовь слль, приложенныхь 
въ точиВ .. и... еее, 88 

П Динамика системъ Точекъ 

1 ЛАВА ХХ. 

Оесновныя опредъленя 

Повяме о споем малерьяльныхь зочень . а... 
Свлы пнутренны по выфшия еее = 
Сумма проенцЁ внутровнихь изъ на произвольное напразлеше . 289 
Сумма моментовъ виугрениихь сить „о... 8 
Различные выды смотемъ матерьяльныхь точень 991 

ГЛАВА ХХ. 
Законъ движен!н центра инерция 

Центрь лнерцш твль . .. 
Центрь тяжести зёла . ... . 

. Запошь двиешя центра пиорщш . ... ... 5 
Законь сохрапешя движевя центра пнерци . 
Приыфры сохранензл дрижешя центра инерщи ..... 

: Заколт сохралолы должошя доптро порт зь пришёноши ьтоер- 
Дому Блу еее. а... 301 
Движеле па подъ дёйстыомь силы тяжести _ 
Задечи .. 1... 302 

ГЛАВА УХИ 

Закояъ нодичествъ движеня 

. Выводь закона количеств движеня . 305 
Законъ сохравеша воличесивь дипжешя 307 



ГЛАВА ХАШ 

Законъ моментовъ кодичествъ движенья сир, 

$ азоть момештозь количеств движев!я дил матерьяльной точки . 309 
$212. Ваконь мометовъ полплоствъ движешя дни системы точекь .. . 812 
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ПРЕДИСЛОВ1Е 

Предлагяемый читателямъ куроъ «Основъ Механики» быль изданъ 

первоначально въ 1901 году въ вид литографированныхь занисокъ 
для юнкеровъ Николаевскам Инженернаго Училища въ объем зна 
чительно меньшемь ваетоящаго, который является такимь образомъ 
значительно пополненнымь; въ него включены нёкоторые отдфлы 
хинематика, какъ то: гармоническое движене и движеше тблъ бро 
шенныхъ; иЗкоторыя главы кинетикя а именно: мощность нентраль 
ныя силы, ударъ тёлъ и др 

Курсъ «Оеновь механики» иреслёдуеть пфль систематическаго 

изложевя тлавныхь понят теоретической механики. Нрв этомъ 
все изложен ведетея безъ номощи высшей математики на основа- 

вы овёдБнй, излагаемыхъ въ алгебр, геометри и тригонометрии *). 
Тажъ какъ однако для строгаго научнаго изложеня механики необ- 
ходимо прибвгвуть къ теори предфловъ, то сущность послфдней 

наложена во введеви. Пользоваться понятями, относящимися въ 
предблалгь, является желательнымь и по нёкоторымъ друтимъ соб 
раженямь, а именно: двищев!е, равно какъь и мнойя друпя физи 
чеещя явлевя, нолучаеть вполнф точное выражеве лишь при о 
срецетвВ предфловъ и тЪхь методовъ математики, которые основаны 
на предфлахь Познакомившиеь еъ осковащями теоретической ме 
ханики, изложенными при помощи только что увазаннаго метода 
читатель будетъ введенъ такимъ образомъ при поередств8 реальныхь 
примфровь въ область высшей математики. 

Для достижевя поелЗдней пфли изложению приданъ возможно 

болфе обыий характерь, особенно со стороны математическихь обоб 
щен, для чего везд», гцф это полезно, указывается математичеевай 
смыедъ выводимыхь въ курс выращенй, что позволяеть провести 
аналоги между различными величинами, разсматриваемыии въ теоре 
тической механикф, соотношене между которыми выражаемое анали 
тически или графически, оказывается тождественнымъ. 

Сь этой точки зрЪыя оеобенно важнымь является изучене кине 
матики, гдз при переход оть разстояй къ скоростямь пн ускоре 
зямь ни обратво изучаются на примфрахъ относящихся къ движеню 

основные премы выещахго анализа. 
Заъеь умьотио кстати указаль, что этемектарное—по премиь,—но 

*) Весьма полезно заане хотя бы началь аналитической геомотраи. Вирочемъ все, 
входящее въ область этого отдфла математик, объясняется попутно въ соотвтству- 
ощихь нфотахь швитк, 



му. 

етротго научное — по сущности — изложен теорстической механнки 

безь поередетва выешаго анализа иметь взкоторыя преимущества (о 

сравненню съ обратнымь порядкомь изучетя математики и меха- 
ники. Такъ, часто курсь высшей матемазикы читается въ течене 
вепродолжительнаго времени, совершенно недосталочваго для того. 
чтобы предметь этоть въ объем преподаваяя быль нъ совертенса® 
усвоевъ слушанелнми. При ирохождеи механикы, основанной на 

рзученн выешей математики при указанныхь уелошяхъ приходител 
здаве механлкн стролть на недостаточно прочномь фундамент. При 

этомь въ выводахъ курса механики, тдф примбвяютеян шлемы выс- 
шаго анализа, вниман!е слушателей, въ особенноети только что про- 
шедшихь послфщнйё куреъ, невольно отвлекаетея оть чисто мохани- 
ческой стороны дла въ сторону математическую, таюь какъ прихо- 
дитея преодолввать затрудневя математьческахо характера. Слулта- 
тель выЪето того, чтобы сосредоточить все свое вниманю ня сущности 
ивучлемато явлешя занимается исключительно математическиии вы1- 
вкладками надъ величинами, реальное — механическое нли, боле об 

зцее, физическое -значене которыхъ онЪ совершенио упускаеть изъ 
зилу. Между Тымь въ случаяхь, когда математика являетен одвимтъ 
изъ служебныхь предметонъ, вепомогательньюгь средетвомь ири изу“ 
чени наукъ техническихь, естественныхь п друг, особенно важяо 
отдавать себЪ отчеть въ физичеекомь значенш какь разлачныхь ве- 
личинъ, еъ которыми приходится имфтЪ дфло при математических вы- 
кладкахь, тамь и въ дейстыи и результатахь, изъ нихъ получаемыхь, 

По моему личному опыту переходъ оть физической стороны 

того или другого изучаемато вопроса въ математическому выраженйо 

соотномен между величинами, входящими въ него, представляется 
нанболфе труднымь для слушателей. Въ то время какъ слушатели 
легко усваивають различныя алгебричееюя выкладья, сложных гео- 

метричесвя построеяйя *), отчетливо излагать физичесвйе опыты, — 
згатематическое выражен{е физическихь явлен!й и обратно физичевкое 
толковане малематическихь дБйствй и, такъ оказать, «овеществлен!е» 

результатовь, получаемыхь путемъ ихъ, предоставляется обыкновенно 
дломъ наиболе труднымь. Между тВыъ при изучен технических и 
зотественныхь наукъ эта сторона образовая каюъ разъ и выражает 
наиболфе полно его духъ, она наяболфе и отличаеть общностью своихъ 
методовъ п своей научностью инженера оть техника-ремесленника 

По изложенных соображенй язь изучене основъ теоретической ме- 
ханики ранфе высшей математики можеть быть признано полезнымъ, 
можеть окупить произведенную затрату времени и, наконець. оправ- 
дазвся экономей ого пря прохонщени куреа аналитической механихн. 

Для того, чтобы евязать выводы и опредфленя послфдней съ вы- 
водами элементарнато курса, въ нёноторыхь м%®стахъ приведены 
мелкимъ шрифтом соотвётетвенныя доказательства, сдВяанныя при 
позющи высшей математики 

*) Построешя особенно чаето заинтересовь вають узаяцихея. 
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Относительно общато плана г содерваюя  Основт мезаникпь 
нужно замутить слфдующее: 

Собетвенно изложению механики предшествують предварнтельныя 
статьи: Г) Статья о функщяхъ. гдф указаны основныя понятя и впо- 
собъ трафическаго изображешя функщй. 2) Статья о прелфлахь 
фунюшй, тб даны тляавнын опредфлевя; мноме же изъ теорежь о 

прекзлахь функшИ изложены въ тБхь мютахь курса, гдВ ов ва 

ходятъ непосредстневное прим нее. Такой лмемъ долженъ облег 
чить, по моему мяфнио, постепенное усвоее новато для слутате- 

лей понямя о прелФлахъ и будеть менфе отвлекать внимане ихъ 

оть разсмотртя явлешя еь чисто механической стороны его. 
3) Статьн о векторахь обобщаеть изложене отдёльныхь вопрововъ 

ся сложене хордъ движевй, скоростей, ускорен!й, силь п т. д.) и 
упрощаетъ формулироваве мвогихъ теоремъ, отЕосящихся иъ сле 

жение и разложенио различныхь механическихь величниъ. 
Ирн изложеши кинематики я нридерживалея общепринятой но 

стененности, слфдуя въ общихъ волроеажь о разетояни, скорости и 
ускорени порядку, принятому въ «Налалахь механики» Л. Кярии- 
чева. Въ конф кинематики раземотрЪно отдфльно движене хВлъ 

брошенныхь. колебательныя движенш!я и движен!е твердаго тЪла. 
Въ динакикВ точки кромб уравнешя движен!я, законовъ коли 

чества, движевшя и живыхъ силъ и работы произведено подробное 

равемотрЪ ве понят е ® мощности. Ввецеще этого вопроса въ теоре- 
тическую механику я считаю необходимымь, какъ по самой сущ- 

ности Фла, такь и потому, что въ прикладныхъ ваукахь очень ча- 

сего можно ветрВтить смВшен!е понят!й работы и мощности ити игно- 
рироване точнато употребленя этнхъ опредфленй. 

Динамика сислемъ точекъ кромф законовъ: движен!я центра инер- 
щи, количествь и моментовь количествъ движеня и живыхъ силъ 
содержить главы сохранеши энергии, о цевтральныхь силахь и 
спловыхь поляхь, объ удар тбль пн главу объ общихь условяхъ 
равноввия силъ, приложенныхь въ твердому тфлу. Изложешемъ свф- 
ДБН, сюда относящихея, имВлоев въ виду связать выводы кинема 
тики и кинетьки со статнкой Связь эта часто утрачивается при 
отдёльномь самостоятельномь изложен статики по методу Нуанео. 
Я не ввелъ однако всего курса статики потому, что отдфль этотъ 
является болфе самостоятельнымь, нежелн проч; добавлев!е же его 

слишкомъ бы увеличило объемъ книги. 
Что кавается порядка изучевя «Основъ механики», то имбя вЪ 

виду прикладное знален!е отдфльныхь вопросовъ математики, изло 
щенвыхь въ предварительныхь статьяхь, можно посовфтовать совер- 
шать изучен! въ такой постепенноети: фунецит, опредз лее дважен!я, 
зектора, сложене движев! предблы до $ 15 скорость и ватЪмъ да- 
ле въ порядк® квати 

Вь особенности важна только что указанная послдовательноеть 
при самостоятельномь изучени предмета, 

Далфе нужно упомянуть о необходимости вычеркиьатя чертежей 
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заключающихея вь курсв, по мбрф чтетя его, при чемъ особенпое 
зишианюе слфдуегь обратнть на постепенность вознихновенм черте- 
ей; въ этомь отношени можеть быть сохранена въ извфотной сте- 
пени хорошая сторона лекщеннаго прелодаваеия. 

Существенно необходимым при нзучеши механики мы оуитаемь 
рывен{е доехагочнаго количества задач, поэтому велёль за теоре- 
лической частыю зьъ конц каждой главы приложены разнообразные 
примзры и вопросы, изъ кохорыхь ипоме снабжены рёшешями. 

Относительно преморъ рёшеюя задачь ке могу не указать ил 
крупные недостатки, допусклемье иногда эъ преподаланит. При рёмеи 
задачь на первый пзанъ часто ставить достижене окончательныхъ 
результатов, получене рёщеяя и сравнеше его съ приложеннымъ 
къ ккигь; при чемъ нерфдко не обращаетея никакого внимая на 
замытй ходъ рёшены, на послфловательность разсуждешй, ведущую 
кь отысканио результатовъ. Такая постановка дьла совершенно ие- 
правильна. При рётея задачь особенно важнымь является планъ 
решеньг, порядокъ разеужденй, который долженъ быть установлень 
ранфе производетва вычислевй. Съ этой точки зрёны было бы по 
дезно не снабжать задать ответами. Но при отсутети послъдняхь 

пры самостонтельномь рёшенши примфрозъ читатель ке нифль бы 
нозможноети убфдитьея въ вВрности резня. 

Самая выработка хода рёшевя н предетавляеть с090ю рёшене 
задачи въ смысл» приложевя теоретичееклхь свъдьнй по механик; 
производство же выкладокъ не пубеть съ принпишальяой стороны 
еъ механикой ничего общаго; эта сторона рёшешя при прохожденя 
механики имфеть яторостепенное, служебное значене. Ма такое раз- 
двлен!е самого рёшев]я задачи на двз части должно быть обращено 
самое строгое вниман. 

Пря рылевм залачь и примБровъ, входящихь во мноше пнред- 
меты курса ередняхъ учебвыхь заведен обычяыхь являетел сл 
дующее; задане содержить всегда полное чиело данныхь, необхо- 
димое дия рЪшевшя вопроса. Учащемуся и не приходить въ голову 
задаться вопросомь, веё ли давныя на лицо и почему тВ ли или 
друпя изъ нихь необходимы. Между тБыъ въ практик при рёше- 
ви вопросовъ инжеверныхь или друтихъ первое, съ чфмъ прих 

дитоя имЪть дфло, это опредвлее наличности наименьшаго необхо- 

димаго числа давныхъ, требующихея для опредёленнаго уБшевя во- 

проса. Ввиду этого взкоторын изъ задаль курса содержать неполное 
количество данныхъ, при чемь опредълен!е наличности необходимаго 
числа ихъ должно явиться одной изъ самыхь поучительныхь стад 
въ рышейи задачи сь механической точки зря. 

За веящя указавя на возможные ведочеты и погрфшносги въ 
изложении считаю долтомъ заранфе выразить свою признательность 

@ Балдинъ 
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Условныя обозначения 

ТГ сла. 

р--усвореше силы тяжести 
Н—папряжепю поля. 
{угловое ускореще. 
{—касаельное уекореще. 
М момент. 
и—масеа. 
№ мощиость 
п—пормальнов ускореше. 
п—чпело оборототь въ мая 

Р,р-вЪсъ тЬзь пли точки. 
В равподьйствующая спла 
»--радусъ крирпзвы. 
5—пвпощадь вризой лишит 

3— разелояше. 
Т— работа. 
1—время. 
Р--потенцить, 
1 скорость 

ю—поллое ускореше. 
Х Е, 2 проца силы соотьб- 

стпонио па оси Ох, Оу, 02. 
а— угол. 
\— массл спетемы › атерьяльныуъ 

точенъ. 
© уголь. 
и угловая съоресть 

м. метрь. 
км. километрт, 
см —ваптиметрь 
мм. мизпметрт 
гр. срамт. 

игр. килотрамыхь 
Бы футфуть 

фн.— фувть, 
м [сек.- метръ въ сенуиду 



ВБГДЕНТЕ 

$1. Нреднеть механики, Теоретическая механика 
Механика есть наука о движен1и, 
Разематривая явлешя природы, можно видть, что свойство дви 

жимостн вмст% съ другими свойствами, каковы протяженность 

п непроницаемость, присуще вобмъ тзламъ природы. 

Еакъ извбетно, на основанш закона сохране!я вещества, веще- 
ство не творится вновь и не исчезаеть; слёдовалельно измфненя, 
съ нимь происходяцин, состоятъ неключительно въ перембшеняхъ 
его частиць, въ движеши яхь, будуть ли то движезя видимыя или 
молекулярныя. Изъ сказаннаго ясно значене механики какъ одной 
лзт основныхь сстеотвенныхь наукъ 

Роль, которую нграсть механика въ техникф, можно видфть изъ 
зощаго *)" «Во везхь промышленныхь производствахъ, какъ 

бы различкы они ни были, есть одна общая имъ веъмь черта; чтобы 

найти ее, возьмемь взеколько примбровъ. Еелн изь нитокъ чело 

ввкъ хочеть составить ткачь, хо онЪ долженъ расположить ихъ въ 
извъетномь порядкЪ, и для того извфетныхь образомъ перемфетить 
пхъ. Чтобъ получить гладкую поверхность дерева, на которой можно 
было бы съ удобствомь производить извфетныя работы, человзкь 

долженъ удалить частицы дерева, выставляюцщияея изъ-за нлоскости 
которую онъ хочеть получить; елфловательно опять долженъ чаетицы 
дерева извъезнымь образомь передвинуть. Члобы одЪлать возмож 

пымъ поефвЪ зерна, человЪкъ долженъ сперва вепахать землю, т. е. 
опять перемфетить части, составляющИя почву, извфетнымъ обра- 
зомъ. Можно по произволу множить эти иримёры, но и то, что мы 
сказали до сихъ поръ, ясно показываеть что всякое промышленное 
производетво въ сущности приводитея къ извфетныйгь совершенно 
опредфленнымь перемфщенныь члетиць вещества  подвергаемаго 
обработк$». 

Ввиду этого механика въ своемъь полнохь объемф, не ограничи 
ваясь только изслВдовашемъ движенш въ различныхь многообраз 

*) Д. Кирвичевь. Начала механики, 1889, ср. 21. 

С. али. Основы чехоиней, 
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ныхъ проявлешахь пуЪъ, имфеть цфльо въ дальнвёшемь таких 153) - 
чене прусмовь, помощью которыхъ, знаи основные заковы движеня 
п, разумен, свойства тЪль, съ которыми приходптея имть Во, 

можно произвести соотв5тетвуюния перембщеня тёль нли нхъ частей 

к прп томь споеобами, канболфе подходящими къ данному случаю, 
наибод$Ве удовлетворяющими спещальныхь усломямъ его, кавуь со сто- 
роны чисто технической, такь н со стороны экономической. 

Зопросы относительно движешя тфнъ, которые должна рёшить 

механикл, предетавляются таким образомъ весьма разнообразными; 

естественно, пто при прохождении курса механики, нужно соблюсти 
пзвЪетную послфдовательность, начавъ съ наиболёе простыхь явле- 

в двинетя н притомъ нанболе общих съ цБлью возможно поя- 

ваго осуществлея принцииа экономи: при изучен. 
Велфдетие этого слБдуеть обратизь внимане иа сущность ирле- 

зай движевая, па обпие законы, которымъ подчиняетен движене 

вевхуъ твль природы. Эта задача составляеть предметь теоретиче- 
ской или рашональной механики, названной такъ потому, что 
выводы еи чисто умозрительнаго характера основываются ца немво- 
тихъ опытныхъ данныхъ, относящихся вообще къ явленло движешя. 

'Георетнчеекая механика разематриваеть движене не дёйствитель- 

ныхь тёлъ, а уБль воображцемыхь, сохравиощихь только 1$ оби/я 

освовных свойства разнообразныхь тЪлъ природы, которыя изймоть 
значен1е при рёшенш вопросовь о движенш ихъ. 

Прочный фупдименть для разыюйя теоретической мехлиико, какъ нлукп 
математической, быль положень Ньютономъ, зимипимь основные законы 
пип начала, которымъ подчиняется двшнеше зфль природы. До пего же ве 
езЪдыии отпосптельно двищешя носили чисто опытный, оэминрически 
рантеръ . . 

Дальньйшее изучене механики состопть въ примфневя общи 
законовъ движен!я къ различнымь тзламъ, при чемь для рёшеня 

практячеекихь вопросовъ движения или покоя тБль должны быть 

приняты во вниман!е уже мномя физическя свойства ихъ. Эта часть 

механики, распадающтаяея въ свою очередь на рядь болЪе или менфе 

самостоятельныхь отдфловъ носить вазване мехавикн практиче 
ской или прикладной. Въ ней, очевидио, даннымъ опыта должно 
отводиться болфе знатительное м№его нежели вт механик теоре 
тической 

$ Я. Раздёлете теоретической механики 

Обращаясь къ изучению теоретической механики, основы которой 

и будуть изложены въ настоящемъ курсЪ, естествевнымь предста 
вляется придержалься такого порядка въ изложены: сначала раземо- 
трёть — какъ совершмется явлене движения тёлъ (описаве явлешя 
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движетя), а чилФыъ попытаться объяенить--почему въ каждомь 

частномь случаВ движене совершается хакъ, а не иначе (объяснеще 

причинъ движетя). Согласно этому теоретяческая механика распу 
дастея на дв части: кинемаляку и динамику. 

Кинематика (оть гроческато снова и ира--движенио) занимается 
нзучешемь дрижеютя тЪль, но каваясь объясненя причивь ето про- 
изводащнхть. 

Назяан „кинематики“ (отетатие) этой члсти теоретической механики 
бышо впервые дао фрапдузоииьть физивомь Амперомь (Атрёге, ава зе Ша 
РЬЙоворше дез зо1олсез, 1830). Нинеманику цазывыють такше форономей, л. е, 
еометр!ей дивиетя, гоомезрией четырехь памфредИ такъ хакь къ чнолу 
трех» измбренН: простралства, р ноторомь двпжется какое-иибо тло, при 
соедпиявтся еще четвертая велачииа —врез я. 

Динамика (оть греческато слова буварло— сила) разсматриваеть 
движен!е тль съ связи съ причинами производящими его извфет 
выми подъ общимь именемь силъ. 

$ 8. Поняще о изтерьяльной к теометрическои точкв 
Праступая къ изученио двищеня тёль п желая соблюсти при 

этомь извфотную послБдовательность вь видахь упрощешя и облег 

четшя самаго изложевя, нужно указать на то, что всякое физическое 
тЪно состоить изъ отиёльныхь весьма малыхь матерьяльныхь ча- 
стиць или, евли мы пренебрежемь размбрамн частищь велфдетве 
нпатожности этих разуфровъ, матерьяльныхь точекъ; при этонъ 
каждая матерьяльная точка сохраняеть съ той матерьяльной части- 
цей, которую она замфняеть, то общее евойетво, что количества ма- 

теми или вещества въ каждой изъ нихъ заключающатося между 
с060ю равны 

Всякое физическое тБло является, сльщовательно совоктиноетью 
или системой матерьяльныхъ точекъ. 

Влолиъ естедтвекньыюгь представляется заняться предварительно 
раземотрёв1емь движевя одной змлатерьяльной точкя, а затВагь уже 

перейти къ подобнымь же изслёдовашямь относительно тлЪ или 
вистежь точекъ. Мы въ дальнфйшемь такъ и поступимь. Сверхь 
того, если мы будемъ разсматривать движене очки или тёла съ 
кинематической точки зря, для навъ является совершенно без- 
различнымь вопроеь о фивическихь свойствахъ этой точки; поэтому 
въ кинематик$ мы можемъь змфото движев!я матерьяльной точки 

разсматривать движен!е точки геометрической, а вы$ето системы 

маторряльныхь точекъ-систему точевъ геометрическихь 

$ &. Поступательное движеще тёла, 

Слвдуеть замбтить, что результаты, доставленные изученемь 
движеня точки въ одвомь случав являются знотн® достаточными 

1е 
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и для опредфлетя движеюя тфла; ото случай т къ называемаго 

лостулательнато движеня твердахо тБла, подъ которымъ разумють 
селБдующее: возъмемъ какнелибо двЪ точки тбла, соединимь ихъ 

прямой, и если во перемфщешя тьла будуть таковы, что эта пря- 

мая будеть перембщаться паралельно самой себ, то такое движене 

называють поступалельнымь. Зная видь пути движеди только одной 
точки тВла, мы будемъ знать также пути, проходимые другими точ- 
хами, будемъ знать движеше всего тфла. Въ томъ случа, когда 
равыфры тёла будуть малы по сравненно съ перемёщевями, имъ 
совертаемыт, тВло можеть быть принято за точку или, точифе— 
хюжно удовольствоватьея раземотрФщемь движеня одной какой-либо 
точки его. Таково, напр., движеню небесныхь свфтиль и вообще 
движен!е тЪль на протяжещяхь значительно превышмющихь раз 
увры самыхь тЕдъ 



Предварительныя статьи 

ГО хункщяхъ 

$5 Поняще о перемфнныхь незавиекиыхь и о фунищяхь, 

При рёшее!и вопросовъ математики и механики приходится пифть 

ДБло съ величинами двухъ вядовъ: во-первыхъ, съ такими, которыя 
сохраняютъ одно и тоже численное значене въ данном вопрос» 
а во-вторыхъ съ такими, которыя этого значеня не сохравяють 
ивызняются. Первые носять назвате величинъ постоянныхт, вто 
рыя-—поремфнныхъ; напр. при движен!и точки разстояее, прохо 

димое сю въ различные промежутки времени, по самомусуществу дла 
есть величина перемфиная 

Величины неремфнныя зходяшия въ данный вопроеъ, въ свою 

очередь могуть быть опять подразд®лены на дв категори; тв изъ 

Бихъ, которыя мы можемь измёнять по нашему проязволу, назы 
ваются перемфнными независимыми; друмя, получаюния то пли 
другос значене въ зависимости оть того частнаго значе, которое 
мы придали поремфнной независимой, называются зависимыми пе 
ремзнными или функщямн независимыхъ. Въ простёйшемь 

случаВ, имвя дфло съ двумя перемфнными величинами: независимой 

и фунющей ея, мы для каждато частнаго значеня первой найдемь 

соотвётотвующее значеше второй если ичмъ будеть указана злви 
симость, существующая между ними. 

$6 Олредьшене зависимости между кезавислиой пережфнной и фуяк 

тей я. 
Зависимость между независнмой перемфнной и функшей можеть 

быть задана однимъ изъ слВдующихь способовъ 

1 Аналитически (уравневемъ). Пусть имфемь уравнен1в 

у — 8 

въ которомъ х — есть независимая перемфиная у—фФунешя ея 00- 

верщивъ надъ © или точнфе, надъ взятым частнымъ значенемъ его 
рящъь математическихь дЪфйствШ, указанный даннымь уравнейенъ 
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мы опредёлимъ соотвтетвуюние частиое значевн!е у; так если ==2 

В: 6 

Очевидно, фунвщональная зависимость предотавллеть сооою, пооощо го 
ворт, неопролёленное уравиоше, такл казъ тольхо при усповит, что чноло 
вепзвбстныхь будеть больше числа урозненНЬ, непзафстныя, эходяпуя въ дат 
ное уризнеше, могуть попучаль различшыя аначешя, воехдь удовнетроряющи 
даяному уравтенно, дандой завнонмости к быть танимъ образомь пеличашами, 
перембншыми. 

Въ общемь случа; не ставя на видь тБхъ дЪйствЕй которыя нужно 

совершить съ перемфнвой незаинсимой ‘дол нахождешя / употрео 

ляють обозначеще. 
=); 

тТДЬ подъ знакомт р называсмымь характеристикой фуйющи, под 
разумфваютев извфетныя илы предиолагаемыя извфетными матема 
тичесвя дЪйстыя надь 2. 

Въ болфе общемъ случа двЪ или боле перемфиньыхь величины 

могуть быть связаны уравненемъ, тавъ напр. 

у =0 
Какую изъ этихъ двухъ перемвнныхь, выбрать за незавиенмую, 

какую за ея фупкиво, завпелть, вообще говоря отъ наеъ; такъ вапр. 
въ приведенномь выше уравненш мы могли бы считать леремённой 
независимой у и по частных его значешямь находить соотьбтетвую- 
пия имь знамен х. Обыкновенно обстоятельетво это въ ириложетяхь 
опредфляется услошями того или пругого вопроса. 'Гакъ, три движени 

твла разстоявя, изъ вроходимыя, разсматривають какъ фуд вре- 
мени, послфциее же въ такомт, случа является поремнной независимой. 

2. Таблицей. Положимь, что мы производили наблюдевня Наль 

измфненемъ температуры въ зависимости отъ времени сутозъ: Опре 
дЖленному времени будеть соолвЪхотвовать нёкоторая опредблениая 

температура. При этомъ температура-—вависимая [перемфнная; время, 
протектее отъ даннаго мгновения, напр. отъ полуночи, независимал пере 
мёнкая. Результаты ваблюдев!й могуть быть собраны напр. въ елфдую- 

щую таблицу въ которой въ лЬвомъ столбцф помфиено время въ ча- 

сахъ, а во второмъ соотв тотвуюния температуры въ градусахь Цельея: 

12 ч вочи — 1 7ч утра р 

1 ч утра — 2 8+ » но? 

9» » — 9,52 9» » = 652 
Зо » —_2 6» »  ® 
4 ь — 0,5 И» » - 
з› 05° 12 ч двя + 10° 
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Имя такую таблицу, для кажлахо значешя времени, указаннаго въ 

ней, мы вайдемт соотьфтетвующее сему значен!е температуры Но для 

промежуточных» мтновен, капр. для 2 ч. 80 м. 3 ч. 15 м итд 

таблица не указываетъ значеня телитерагуры. Въ этомъ заключается 
недостатокт опредблешя завислмости между двумя перем$нными ве 
личннами таблицей. Если однако желають знать хотя бы приблизи 

тольно, какова была температура въ какое либо промежуточное мено 
вене, напр. въ 2 ч. 30 м. утра, то прибфгають къ интерполирова 

но. Нолатая, что температура изм нялась на, одинаковыя величины 

ть одинаковые промежутки времени между двумя и тремя часами утра, 

мы будемь имфть: въ часъ времени она изыфнилась (повысилась) 

на 0,5, слдовательно въ полчаса на 0,5 Х 0,5 ==0,25° а потому 

чемперахура въ 8 ч 30 м. утра была приблизительно 

— 9,53 0,252 = — 9,959 

3 Наконешь, зависимость между двумя перемнными ветичинамт 
можеть быть задана графически. Для получевя такого графическаго 
изображеня поступать слёдующимъ образомъ: беруть прямую ли 

ню, называемую осью (фиг. 1); нфкоторую точку 0 этой прямой 

принимаютъ за начало, оть котораго откладывають значеныЁ пере- 
ифнной независимой въ выбравномъ соотвЪтетвеннымь образомь 

маспитабв въ опредзленномъ направлен! и, которое указывают 

стрёлкой, если не сдфлано обтаго условя относительно этого напра 

влевя 
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Еели мы возьмемь только что раземотрённый примфуъ зависи- 

мости между временемь и тезшералурой, то по начерченной оби при- 
дется отложить отъ начала О знамешя времень, протекихихь посл 
12 ч. ночи; поэтому и самая ось получаеть назвае оси временъ 

Найдя точки 0, 1, 2, 3, 4 пт. д. возотавляють въ вихь пер- 

нендикуляры, на которыхь откладывать соотвЪхетвеняыя данному 
времени значены темпералурь вт опредфленномь маспигабЪ. Такь 
какъ температура имбла значеня положительныя я отряцательныя, 
то уславливаются въ одну сторону оть оби временъ, налр. вверхъ, 
откиадывать положительныя зваченя темперахуръ, въ обратную отри- 

3 

цательныя. Концы этихьъ перпевдикуляровъ и укажуть, кавь изм?- 
нялась температура (функщя) въ зависимости отъ времени (незави- 

симая перемфняая). Мы получаемъ графическое изображене таблицы. 

При такомъ графическомъ залисывани результатовъ паблюденй 

можно поступать афеколько иначе: откладывая времена по прежнему 
по горизонтальной оси, въ начал времен 0 возставить къ оси вре- 
мень перлевдикулярь ОТ (фиг. 2) и уже по этому перпондику- 

ляру {второй оси) откладывать значения температуръ. Проводя затбиъ 

изъ соотвётствевныхь точекъ обфихъ осей перпендикуляры до ваа- 
имнато пересфченя между собою, мы найдемь рядъ точектъ, обозна- 

ченныхъ на предыдущемь чертежь буквами а, 9, с Чит. д. Такъ 

напр. для #—6 чае. мы имфли Т-- 35°; поэтому ВЪ точкф 6 по 
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оси температуръ возставляемь перпеядихуляръ до встрёчи съ 3 вт 
лочк 9. Такимь же образомъ постуцимь и для нахождетя друтихь 

точекь а, ®,.6 и т, д. Жели мы соединимь оти точки между собою 
плавной кривой безъ рёзкихь изломовъ, то точки ся будуть указы 

тать зависимость между временем и температурой. Положене каж- 
дой точки кривой опредвляетея двумя отрёзками по осямъ пременъ 

и температуръ, ОтрФаки, отложенные по горизоитальной оси и выра- 

каюция собою въ данномъ случа значеня перемнной пезависимой 

называютъ абецисамн то- 
чекь кривой, значешя функщя 

(ениералуры), отложенный по 

вертикальной оси, называют- 
ся ординатами точекъ кри- 
вой. Гавъ какъ велкая изъ 
точень а, 9, с, Ч ит. д. ука 

зываеть на значенйя ордина- 
ты, соотвБтетвующн значе- 

нНо’ абециевы, давал такимъ 

образомь связь, сушествую- 

щую между той и другой, 

то абсциеу и ординату вмБетв 

называють координатами 

точки. Оен носять вазваше 
соотвфтственно оси абециеъ 

л оси ординат; въ частно 
сти ихь называють осями 
временъ, темпералуръ п !. 2 Ы 2 ы 
т. п. Взатыя выфстВ об оси 

казываются осями коордн- 
натъ, а точка 0 нлчаломъ 
хоординату. 

Подобнымь же обравомъ 

мы можемъ представить графически въ осяхь т и у приведевную 
выше зависимость 

Масттебъ & 

Мастазов м. 

= —3 

Мы получниь кривую 5 В, изображенную на фиг. 3, которая 
можеть замфнить собою аналитическую зависимость между жи у 
Приведенное же уравнеше представляеть въ овою очередь уравне- 
н1!е лин!и, изображающей графически зависимость между коорцина- 

тами у и 2; выше мы имфли напр. кривую температуръ. 
М анолитичесяй (уравнешемь) и графический (чертежемъ) спо- 

собъ опредфлешл зависимости между независимой перемённой и ея 
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функций нымюгь свои вытоды п недостатки. на впоронЪ посмбдн то 

находится прениущество наглядности изображения, но за то точноеть 
опредфлея завиеять отъ взятато масштаба и искусства пертежника. 
Завиеимоств между данными перемфиными, предотавленная графя- 
чески, не веогда можеть быть выражена аналитически, 

Ц О безконечномалыхъ величинахъ и предБлахъ 
Функщй 

$7. Поняте о безконочномалом величин, 

Возьмемъ. какое-нибудь конечное чнелиа и раздфлииъ его ла л 
ле чнело частей, напр. на двЪ; какдую изъ получецныхь частей 
раздълимь снова помоламь ит. д. По мбрф того, какь мы будемъ 

продолжать такое дёлене дальше и дальн, получаемыя части, опс 

видно, будуть все бодбе н боле уменьшаться. 

Какъ бы далеко мы ни продолжали подобное дълеше, какь бы 

яп были слфдовательно малы получаемыя при этомъ величины, мы 
всетда можемъ раздвлить каждую изъ нихъь снова на двЪ или н%- 
сколько частей. Нельзя представить себЪ, чтобы существовала ка- 

хая-либо граница подобному дзленшю. Помощью такото безтраничнаго 

двленя можно сдФлать получаемыя отъ двлешя величины по абсо- 

лютному значенио какъ усодно малыми, мене какой угодно дан- 
ной величины. Тащя величивы лосятъ назваше величинъ безко- 

нечномалыхь; основное свойство ихъ—неопредфленпал, безгранич 
ная стецень уменьшеня. 

Какъ бы ин были малы эти величины, он® будуть в а отличны 

отъ нуля. такъ какъ путемъ обратнахго сложешя мы можехь полу- 

чить первоначальную величину; но очевидяо, какое бы количество 
нулей мы ни брали, мы оть суммировашя ихъ никогда не получимь 
конечной величины. Мы можемъ только сказать, что безконечноха- 
яая величина стремится къ нулю; куль есть транида или предъль 
къ которому безконечномалая величина, будучи величиной пере- 
мВнной, уменьшаясь безгранично, можеть быть приближена наетолько 
насколько мы того ножелаемъ, ио котораго она никогда не доститнеть 

Вь этомь отнолеши безкопечномалыя величины, получаемыя путемь 
безграничнаго дЬлен я, существенно отличаются оть веничинъ, попучаемыхь 
вычитан!емь; резность между дпумя количествами пр увеличен эычитае 
маго можеть быть не только приближена въ пенаемой слепеня въ нупю, по 
и сдёмалься нулемт. 

Безконечномалыя величины всегда сохраняють свойства тВхъ ве 
тичин», оть воторыхь он произведены; такъ сть дЪлешя площеди 
всегда получится площадь отъ двлевя лини — читя, отъ длешя 
времени—время ит д 
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Безконечномалымь величинзмт дають иногда назваке элемен- 
тарных» значений пли элементовъ даннаго количества; такт напр 
вусто безконечномалый промежутокъ времени говорять элементь 

времени. 
Противоположноель велячивамь безконечномальмь составляють 

оевконечнобольния величины, подъ которыми подразумВвають 
тамя, воторыя аюгутъ быть при соотв тетвенномъ изыфнев!и сдзланы 

боле всякой данной величины: такъ напр. если мы имфемъ функцию 

то уменьшая =, дьлая его навонець оезкопечномалымь мы полу 
чимь для у безконечнобольшое значение 

$ 8. Поняме о предьдЪ функщи. 
Пусть зависимость у отъ выражается стЪдующимь уравкенемь 

1 
1=3+ [69 г 

Гели мы положимь д равнымъ едивиц$, то у будеть равняться 3 

Будемъ теперь 2 постепенно увеличивать, тогда соотвЪтотвенно раз- 

личнымь величинам х функщя потучить тащя значення“ 

х=1 9=3 

д=2 у=25 
. у — 9,33 

у = 2,95 
у=22 
у— 1 
у 8,08 

у = 9,01 

у = 2,001 
2,0001 

100000 ‚00001 

лтд 
Мы видимь, что по мёрф возраставя , у все уменьшается пря 

ближаяеь къ цвумь; разница между у и двумя какъ видно изъ вы 
руженя (1), равна 

Увеличивая 2, мы будемъ уменьшать эту разность; на основа 

10го, что было оказано о безконечноманыхь величинахь, ясно, что 
мы можемь разкость эту сдфлать какъ утодно малой, менфе всякой 
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заранфе заданной величины, другими словами, разность между у 
и двумя будеть величиной, которую мы можемьъ подвести къ нулю 
такъ близко, какъ мы того желаемъ, при чемь у будеть бевпре- 
дЪльно приближаться въ двумъ. Такал постоянная величина (въ 
данномь случа®--два), къ которой функщя измвнешемт перемфн- 

вой независимой можетъ быль подведена такъ близко, что разность 

между ними едзлается менфе всякой данной величины, т. е, будет1 
величиной безконечномалой, называется предфломъ фувкщи. 

Согласно этому опредфленйо нуль есть продфль безконечномалой 

величины. 
Точно такъ же окружность круга есть нредёяъ периметровъ впи- 

ванныхь п описанныхъ многоугольников, при безпреджльномь уве- 
личени числа ихъ сторонъ, такъ какъ при этомь разность между 
окружностью и периметромь виисаннаго и описаннаго многоутоль- 
ника можеть быть сдфлана менфе всякой заранфе данной величины; 

стоять только въ достаточной степени узеличить чнело оторовь 
многоутольниковъ. Но вапр., окружность бульшаго ращуса, нежели 
т1, около которой описаны или въ которую вписаны мнотоугольникя, 
уже не будеть нхъ предфломъ, такъ какъь фазпость межиу поел®д- 
ними и э10й окружкоетью не можеть быть сдълана произвольно 
малой. 

Перемфнная величина, подходя кь предёлу, никогда ето не до- 
етигаеть; дёйствительно, какъ бы ни былъ великъ х въ приведеи- 

нохь примбрЪ, у будеть веегда отличаться оть дву хотя бы па 

безконечномалую велничниу; точно такъ же, кагь бы ни было велико 

число сторонъ въ многоугольник виисавномъ въ кругъ ияп ониеан- 
номъ около него, мы никогда не получихь окружности. а лишь 310- 
жемъ подойти къ ней боле или менфе близко. 

Слбдуегь обратить внимане на то, что можно товорить въ }ка 
занномъ смыелв только о предфлахъ функц!й, но не о предфлахъ 

независимыхъ перемённыхъ, н еслн говорять о предёлф пере- 
м®нной, 10 подъ послбдией нужно разум®ть функцию, во мо неза 

висимую перем%нную. 

Оттичительное свойство предфла по сравиению съ фунхщей, кото 

рая нъ нему приближается при соотвЪтственномь измёноши независи- 
мой перемфнной состоитъ въ томъ, что фунишя заключаеть зЪ своемъ 

опредфлешя нЪФкоторый отличительный признаюъ, элементь, не вхо- 

дяпИй въ опредёлене предфла и способный къ измфненю; предфлъ 

же, будучи по основному опредзленшо величиной въ данномъ во- 
просв постоянной, очевидно не можеть заключать въ себф тажото 
перемвинаго элемента Пйствительно длива окружности данваго 
радйуса всегда остается постоянной, такъ казь изы®нен!е числа сто- 
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ронъ вписаннато или описаннато мнотоугольниковь не втяетъ но. 
длину окружности. Многоутольники же заключають въ себЪ не за- 
влючаюшийся въ окружности лерехфнный оэлементь въ вип числа 

сторонъ или длины кажлой неъ сторонъ, причемъ, очевидно, увели- 
чеке перваго эквивалентно уменьшенцо послфдней Точно такъ же 

зъ функши 

у=Ян 

какъ сы мы ие увеличивали =, дробь Е никотда не будетъ нулемъ 

что и составляеть отличительный призваюь фунющи оть ея предфла, въ 

которомъ Е равно нупю. Подобным же образожь хакъ бы мы ни умень 

шали разотоян!е между наклонной и перпенликуляромъ къ какой 
либо прямой, подраздЁляя это равстояше ва части, никогда части 

оты, хотя бы и безконечномалыя, не обратятся въ нули никогда на 
клонная ие совпадетъ съ перпендикуляромъ. 

Чтобы показать, что данная постоянная величина а есть предёль 

функщи у, подходящей напр. къ цему при подведеши независимой 4 

къ нулю, употребляють такое обозначене: 

а==ир (У): -ь 

Указаве условй, при которыхъ функшя подходить къ предфлу, 

или законъ измёнешя независимой перемвнной при подведетя функ 

щи къ предёлу является существенно важнымъ, тажь какъ одна п 
та же фунющи ори измфнени перемфнвой независимой въ разлия 

ныхь направлевяхь можеть стремиться въ различныогь предфламь 

Такъ, капр., при подведения < въ послфднемъ примрЪ къ безконец 

нобольшой величянф у будеть стрематься къ 2; при поетепенномь 

уменьшенш х у будеть стремиться къ безконечности, а потому мо- 
щемь написать: 

пр. (/):-›=2 
пр. @#).- = 

Итакъ свойства предёла суть слЗдующея: 

1} Предфль долженф быть однороденъ съ перемённой, которая 

хъ нему приближается (лия можеть имфть предфдозь только лин!ю 

предёлъ площади-—площадь, предёлъ силы-—сила и т. п.). 

2) Въ предфль не долженъ входить перемённый признакъ, отли- 

чаюпуй существеннымь образогь функцию, какъ величину с10с0б- 

ную къ измёненю. 
3) Разность между предфяомъ и перемфнной (функшей) можеть 

быль сдфлана произвольно мала (мене кахой-угодно данной веля- 
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чины); иначе говоря -- разность между предфломь и перемвнной мо 

жетъ быль сдфлана безконечномалой. 

ПослЪ этихъ предварительныхь заключений не представится за- 
хруднен!й доказать ибоколько относяртихея къ предзлазеь гооремт, 
которыми мы воспользуемся впоелфдетв и. Для того, чтобы данная 

постоянная величина была предёломь данвой функц, придетсл до- 
хазать, что разноеть между ними можеть быть сдфлана по абсолют 
ному значенцю величиной безконечномалой, или что разность эта 

есть величина безконечномалая, такъ какъ при равомотрёни соот 
нощеюя межцу перемфнной и предЪломь ея, первая берется всетда 

въ состоя весьма близкомъ къ предфлу. 
'Церемённыя обыкповенно обозвачаютть лоелфдними буквами алфа 

вита 

предвлы начальными 

оезконечномалыя разности между тВуи м другими греческими буквами 

8 

причемь въ этихь послёдеихь для нлсъ представляется втжныхь 
только ихъ абсолютное значене. 

$ 9. Произведене безконочномалой величины 2 на конечную вели» 

чиву / есть зеличина безконочномахая, икаче— произзедене безковоч 
хомалой величины на конечную инфеть своимъ предфломъ нуль. 

ЗВозьмемъ нфкоторую величилу “> й, тогда 

в < 

но таюъ ъакъ о есть величина безконечномалая то мы можемъ сдт 

лать ее менфе частнато 
® 

[2 

ТБ ® какая угодно данная величина т 6 

® 
< а’ 

откуда 
в<® 

слфдовательно 
№<в 

Видимъ, что произведене #6 можеть быть сдфлано менфе всякой 

заданной зеличины ®` отсюда заключаемъ что #8 есть величинл 

безконечиомалая 
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$ 10. Сумма конечнаго числа безвонечномалыхь величинъ есть ве 
личииа безконечномалая, иначе если каждый изъ членовъ сунмы 

а 8 -- но 

стремится къ нулю, то и воя сумма инфеть своимъ предфложъ нуль, 
Если нанбольшй по абсолютной величин изъ членовъ суммы 

будеть 8, причемь по условно онъ таже ветининл безконечномт 
лая. а число членовь суммы—и, 10 

ат... о <, 

откуда н1 осповаюи предыдущей теоремы, заключаемь что 

пр @чвчеч © о 
0 
о 

$ 11. Одна к та же фуккшя у, изибняясь по опредфленному закону, 
не можеть имёть двухь разныхь предёловь акб 

Замфтимъ, что какъ бы ни были близки между со00ю величины 

ан, но онЪ, какъ величины постоянныя, мотуть между собою 
различаться па нЪкоторую постоянную и конечвую величину 
въ частном случаЪ на нуль. 

сли допуетныь, что двф конечныя величины и и В суть пре 

ЧВлы одной и той ‘ке перемфнной у то можемъ написать: 

а=у-+«] 

Ь =у-+3| 
Вычитая почленво 

а—6= 

Но вторая часть этого выражения есть величина безконечномалая 
слЪфдовательно перемвнная и при томъ стремящаяся къ нулю; раз 
ность же 

а—5 

вать величина постоянная и конечная. Но какую бы конечную ве 
личину отличную отъ нуля мы ни брали, всегда безконечно малая 
разность (а — В) можеть быть сдфлана менфе взятой конечной ве- 

личины, т. е. подведена на сколько угодно близко къ нулю По- 
этому написанное равенство или не имфеть мфета или будеть спра- 

ведливо лишь въ томь стучаф, если а == что и требовалось до- 

казать 
Слёдетые 1 Если дзф функц! при всёхь своихъ изм не- 

нняхъ остаются равны между собою, то и предвлы ихь 
равны. 
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Въ этомъ случа мы имфемь въ сущности одву функцию, кото- 

рая по доказанной тсорем8 не можеть стремиться при измфнени по 
одному опредфленному закону юъ развымъ предфламъ 

Слёдстве 2. Если двЪ перемфнныя величины х и у раз 

личаются между собою на величину безконечмно иллую, то 
предвлы ихъ ви 6 равны между собою 

Изфемъ 
у 

ениа 

=и-но 

$=у нь 

или вставляя значене у ъзъ первого выражешя въ послёднее по 
лучимъ 

ав кожя-е 

ТВ в = -- 6 есть величина осзкометно малая 

Сопоставляя рувенотва 
ааа 

ф=я-е 

«ъ равенствами (2) п разеуждля подобно изложенному въ теорежР 

мы заключаемь, что а = 5. 

Слфдетые это похазываеть что при вычислении предёла какой 

либо функц можно выЪето самой функщи брать величину безко- 

нечно мало оть ней отличающуюся (пры кодведени объихь къ 

предфлу); таковы напр. функции + сит = имбющя пред- 

ломъ единицу при приближеи 2 къ нулю. Точно также мы эможемъ 

жь данной перемфныой величин прибавлять или ознимать отъ ея 
величины безконечномалыя, предфлъ не измфнится, и мы изъ раз 

смотрёнНя измфненной такимъ образомъ перемфнной причезсь къ тфуъ 

ще самышъ заключешямъ относительно предбла что и изь раземот- 
рнзя первоначальной величины. 

$ 12. Предёль сумны конечнаго числа функщй х у, 2... равень 
сумиф предфловь а 6 с. экихь функц. 

По условно 

и нажауив=в акт =ес 

отЕу да 
ааа у Ве-= 

Сложимт почленно эти равенотва: 

(ао -е...) -ш-+у-ч+а Эыажв ни 

Сунма 
ан? к 
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есть величина безконечно малая; мы видимъ, слфдовательно, что раз- 
ность между постоянной величиной (и + ф- с...) и перемфнной 
{&--у-- 9) воть величиял безконечномалая а потому 

пр (& нлне )=а-ф ке 
пи 

пр. @ну нк...) = пр. @) + № ф+щ 0 - (3) 

Это доказательство примнимо и къ разности тажъ хакъ сумма 
(+ -у-- =...) ееть сумма алгебрическая 

$ 18 Предёшь произведення ифоколькихь функц равенъ произве 
деню ихъ предёлову. 

Докажемъ эту теорему для двухъ переыённыхь ви / 

Имфемь 
т=а-а 

уе} 

Перемножимъ соотвтственныя части равенствъ 

у = @- $ = 26 -- №08 нав 

Эдьеь сумма 
46 -- а + 98 

есть величина безконечномалая, обозначимь ее о тогда 

ду = аб о 

Отсюда 
а — лу=а 

т е. разноеть между постоянной величиной ав и перемфнной ху есть 
величина безконечномалая а потому 

пр (27) = — вр (2) пр (9) {4) 

Не трудно распространить этотт выводъ на случай произведеня 
вфеколькихь перемБнныхъ. 

Слфдстве. Предфзлъ произведензя постояннаго числа на 

перем$нную равенъ произведен1ю постояннаго на предёль 

перемённой. 

Если въ послёднемъ выражени у будеть ветичиной хостоянной 

равной напр. « то будехгь имфть: 

пр (12) = пр (2) пр (а) 
но 

пр (@)-==а 
1 потому 

пр. (44} == а пр (2) 
< Впадлыь  Оеновы механики. 
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$ 14, Предфлъ отношеня двухь функций ревень отношению предф- 
ловъ этихь функц. 

Всегда справедливо 

У =А 

Берехгь предЁлы обфихъ чаетей 

= 
пр (5) пр = 

Для обЪ члехи па пр (у) лыЪемь 

2] = 1: р пр (5) ру’ 5) 

что и требовалось вайти. 

$ 15 Предьиъ степенк фучкции равенъ етелени предфла этой фучкци 

м” =%.: 

Беря нредблы оофихъ частой получим: 

пр. (2) 
$ 16. Предфаь корня функщи равекъ корню тои же степени пре 

дБша функции. 

пр. 4. пр. < пр. а == (пр. 2") 

Обозначим 

4 
тогда 

ЕР 

Беремъ предфлы обфихЪ частей. 

пр. г = нр. (№) = п0.в) 

Извлекая корень #-й степени каходимь 

Ур тер Ф.О, 
Или 

пр (ИЗ = У Е 

Ш Огеометричеекихь веничинахъ или векторахъ 

$ 17. Поняще о теонетрическихь воличинахъ. 

Теометрическими величинами или векторами называются 
тавя величины, которыя кромф численнато значетя имёють опре- 

дБленное положен и направлен въ пространств). Веяьйй вектор 

*} Термишь ‹везторь» происходить оть затинониго слова ‹уееге» — везти. 
Велиишы же, ие имёющя нзиравленя, назызають скалярами, производя но 

стёдыЙ терупнь оть англскаго слова ‹10 зсае», что значит» вфенть, м®рить- 
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можеть быть изображенъ нфкоторвогь прямолинейным очфзкамь дан- 

ной длины. Такой отрфаокъ будетъ опредфлятьея слёдующими элемен- 

таги: 1) своей величиной, 2} изнбетнымь положен1емъ въ простран 

ствБ, подъ которымъ разуифютъ положен! той прямой лини (или па 

ранлельной ей), часть которой векторъ составляетъ, и 3) направле 

ваемъ въ смыелЪ двищешя по этой прямой для отложеня длины век 

тора въ ту или другую сторону отъ произвольной точки на прямой. 
Подъ терминомъ: «нанравлее» часто разумВютъ оба поелфдне 

элемента, опредзяяюлые векторъ, говоря, что всяк векторъь иметь 
опредвленную величину и направлен. 

Для избфщашя недоразумЬй слбдуеть в 

всегда различать, въ какомь смысл упо- 
требляется слово: «направлене>. Съ этой И аби 

же цфлью предлатають называть элементы 
вектора соотвЪхотвенио величиной, напр р 

влеемъ и течешемъ вектора въ ту или а 
другую еторону. 4“? 

Такимъ образомъ если требуется по Е 

етропть векторъ, равный (—4), положене 

котораго опредфляется лншей АВ (фиг. 4} при чемъ положитель 
нымъ будеть напрввлене оть А кь В обовначенное стрлкой 

то проводимь черезъ н%Фкоторую точку О прямую  параплельную 

АЗ. Такъ какъ передь величиной заданнато 

лектора стопть знакъ минусъ, то въ опредфлен РИ: НИИ 
номь масштаб$ откладываемь четыре единицы 5 

идя въ ваправлевм обратномъ, указанному 
стрБлкой. Векторь ОК будеть требуемый. На —_—еы 

правлене вектора обознаяается стрёлкой Цля 5 

отлия геометрической величины оть алсебри- 

ческой надъ первой ставять черту, таюъ напр построенный на фиг 5 
вокторъ долженъ быть обозначень ОХ. 

Для равенства геометрическихь величинъ необходимо, чтобы кромв 
численнато знамен я он имфли одинаковое направлен, т. е. были 

между собою паралельны пн направлены эъ одну и ху же сторону 
Такь напр вектора ф ис (фиг. 5) между собою равны вектора же 
а ие равны лишь по абсолютной величин, но различны по знаку 

Вектора, разсматриваеные въ механияв,‘обыкновенио являются величин 
амп перемьнными, представляя собою функщи времени, сльдовательно, чер 
хелеь дать значоше вектора для опредфленнаго меновения. 

$ 18 ДьНетя иадъ геометрическими величинами. 

з. Сложене векторовъ. Для сложешя двухь данныхь векло 

ровъан 6 постунаютъ такъ (фит 6). 
р 
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Нзъ произвольной точки пространства О проводять лини, пара- 
пельныя даннымь вокторамь а и 6, откладываютъ на нихь отрёзки 
Ол в ОБ, равные соотвЪтетвеняо вехюрамъ вн 6; етронть на нихь 
паралелограмь ОДОВ; тогда датонель паралелограмма ОС’ вазы- 

вается геометрической суммой данныхъ векторовъ ОЛ и ОБ, чо 
обозначается такъ: И __ 

06 = ОА- ОВ. 

оставленных надъ слагаемыми черточки показывають что мы 
пмфезмь дЪло съ сложешемъ геометрическихь величинъ 

Зехлора 04 и ОВ 

называются слагаемы- 
мн пли составляющи- 
ми; ОС-составнымт 
зекторомъ или, кань 
сказано, геометриче- 
ской суммой. Самый 

е10собъ сложешя назы- 

ваютъ часто по виду по 
лучаемой фигуры пра- 

ви ломъ паралелогра- 
ма *). 

Есла бы данные вектора ОА п ОВ были проведены изъ одной 

точЕн, то построеве паралелограма проще весто можеть быть про- 
изведено на самыхь слагаемыхь вокторахъ. 

Теометрическую суму можно найти и такъ: если ОД и ОВ суть 

данные вектора, то изъ точки 4 проводемь линйо паралельную ОВ 
и отложимь на ней часть 4С -==ОВ. Соединивь точку С и точку О 

найцемь геометряческую сумму ОС. Построев паралелограма зам® 

няется такимь образомъ построевевмь треугольника, 
Нужно обратить самое строгое виизан!е на направлен:е слагае 

мыхь векторовъ; строя напр. треугольник, откладывать величины 
векхоровъ отъ данной точки таюь чтобы идя лослФдовательно по 
нимъ, мы шли бы постоянно. по направлен!ю стрзлокъ; въ па 

ралелограмв оба слагаемые вектора имфютъ или направлевя сходя 
пбяея къ точкВ 0, или расходянияся м нея. 

ели мы въ треухольник$ ОАС будемь двигаться отъ точки 0 

по составляющимъ ОА и АСвьъ направлении, указанвомь стрёлками 

то дойдя до точкя С увидимъ, что составной векторь ОС будетъ 

® 

* Правило паралелограма, осповное правило гоомегрическаго сложешя, какъ 
яено изъ сказаняаго, не предотавляегь собою какой-либо теоремы, а является услов- 

нымь опредфлещемь, обобщающим и упрощазщивт во мнегихь случаяхь способъ, 
выражены, какъ это мы увидимь далёе 
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имть обралнос направление, т ©. будеть представлять замыкаю 
щую бторону треугольника, построеннаго на составляющихь вв 
торахь, или замыкающую ломаную линю ОАС. Такимъ образомъ 

теометричоской суммой двухь данныхъ векторовъ назы 
вается венторъ замыкаюлИй томеоную составленную изъ 
дънвыхъ векторовъ. 

ели бы требовалось сложить два вектора а и 6 (фиг. 7), то тре 
утольникъ должонъ быть построенъ тажъ кавь ото указано на чер 
теж, тдвлявляет 

ся  замынатщей . 

стороной, предста. 

вляя такимь обра- в а я 

зохь теометриче- $ 
скую сумму, т. е. 

з =е-+Г 

РазумЪется, безразлично въ язкомъ порядкФ ни производить сло 

жен!с, результать будеть одинъ п тоть же, какъ то можно вадъть 
изъ треугольниковъ, образующихь паралелограмь 

Въ частномъ случа, еели вектора а и $ паралельны (фит. 8) 

теометрическая сумма будетъ равна ихъ алтебрической сумм. Если 

два вектора въ этомь случаВ раввы по величин, но обратно на 
правтены (фиг 9) то сумма ихъ равна нулю 

а > О > 

А $ 

8 9 

6) Разложене векторовъ Дйствые обратное сложенро векто 

ровъ называется разложен!емъ. Если намъ данъ векторъ 7 то онъ 

можеть быть разложенъ геометрически на цва составляющихь век- 
тора, безконечнымъ чнеломъ способовъ, если относительно составляю 
щихь не сдфлано никакихъ ограничений. Во всякомъ треутольникв 

въ которомъ данный векторъ г будеть замыкающимь де® друйя сто 
роны, направленныя обратно вектору г, опредфлять собою величины 

слагаемыхъ вевторовъ (фиг. 10). 

ФРазложен!е сдВлается опредёленнымь тогда, котла будетъ доста- 

точно данныхь для построеня одного опредфленнаго треугольника 
а это будеть въ одномь изъ слфдующихь случаеръ: 

Т Даны величины сегторорт. а и в, ча которые долженъ быть 

гъ рдарпый звекторъ г (фиг. 11). Взявъ концы вектора г за 
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центры, опнеываемъ дуги круга радрусами, равными воличлнамъ вех- 
торовъ а п 5. Точку А пересфченя ихь соединяемъ съ концами век- 

тора ”. Въ полученнойгь треугольник даежь направленя @ и $, со 
тласно указанному на чертежь. РЕшеве вопроса въ разоматрявае- 
момь случаВ сводился, очевнцио къ построенйо треугольника по 
тремь даннымь сторонамь. 

2) Чаны положешя искомыхь а п въ пространств (фиг 1) 

Изъ концовъ вектора ” проводимь 
лин, параллельныя ая В, до пе 

10. 18. 

ресвчешя нхъ между собою въ точкв (С. Стороны полученнаго зре 
угольника +10 в СВ н опредфлять вобою неличины векторовъ < и }. 

3) Данъ векторъ а, одинъ изъ двухь векторовъ, на которые дол- 

меть быть разложенъ 
векторь + (фиг. 12). 

Кь концу В вектора г 

“ & пристраиваемь звенторь 
п. Соединивъ  за?Ъмъ 

у 1 точку А съ точкою ( 
найдемъ искомый век- 

я В торъ 5, Венторъ а дол- 

т жен быть проводенъ по 
отноеюю къ г такъ, 

чтобы направлея ихь 
сходились между собою 

12 въ общей точев. Поэтому 
возможно, напр., прове- 

сти а изъ точки 4 согласно уклаонному пунктиромъ. Въ даниомь 
случа имВемь 

или 

Везторъ $ является такимь образомъ геометрической раз- 
ностью декторовъ а и г. Ввиду этого разематривавмое дйстве, по- 
средотвомь котораго по сумм и одному изъ слагаемыхь находится 
второе, называется также теометрическимь вычитанемъ. 
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$ 19 Соотношене между теометрическох сумнои и слагаеными век 

торажи 
ели т есть замыкающий оокъ треугольника /ВС (фиг. 19) а 

аи составляющще, то извстко изъ геометри, что 

97 = -Н" — а сз АСВ. 

Здъеь черточки надь векторами @ © н г опускаемъ потому, что при 
возвышеви вектора въ квадрать рфчь можеть ндти только о вели- 
чины его, но ие о каправлеши; другими словами, получаемая вели- 
чина теряеть при этомъ геометрический я свойства вектора. То же отно 
ситея п къ пронзведенно двухъ или нфеколькихъ векторовъ. 

Для обобщешя формулы является болфе удобнымъ уголь АСВ въ 
треугольник замблить угло\гь 

между векторами а н д. в 

Угломъ между двумя век 

горами называется тоть, къ 

вершин которато оба напра 

влевя векторовъ сходятся пля 
оть зершпны котораго расхо- я 
дится Такныь образомъ въ дан 13 

номь случа изь четырехъ 
угловъ, образуемыхъ пересвченемь лини „10 и СВ и чхь продолже 

НШ. долщень быть взять одинъ изъ тупыхъ угловъ при точкф С. 

Обозначая этоть уголь черезь / ($, а), получим 

_ АСВ == 189 — д (5, @) 

05 АСВ = — в08 (, а) 
1 потом 

етБдовательно 
НВ + 296 в05 (6 а)... - (6) 

Це трудно видёть, что въ такомъ зидф формула будеть одива 

ково пригодна какъ дяя «торены, лезжалней противЪ острахо, такъ и 

противь туного угла. 

Зь частномь случаз, когда треугольникъ прямоугольный и за 

мыкающимь бокомъ его булеть гипотенуза {фиг 13) находимъ 

т=а-ь 

ань ] 

а=ужы | 
Но не трудно убёдитьсн, что мы придемь ме тёмь же формульмь (68а) 

иъ случаь, когда земыкающей стороной будетв одинъ изъ нвтетовъ (фиг. 14. 
пусть тахимь будеть нототь д. Тогда иметь: 

(ва) 

един 003 (6 +) 
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по ь 
об (6 т) = — 09 В46= ^ 

2 потому 
НИИ 

откуда замы мены 

Не трудно найти }тль которые образуеть составной векторъ съ 
составляющими; дЪйствя- 

8 тельно: 

а ; с08 { а) = 

0; (} Г) = 3 
с < ‹ У 

Тажлогь ооразомь, имя 
данными а и $ можемъ 

начертить г и не прибЪтая къ построенно треугольника. 

$ 20. Сложеще нфоколькихь векторов Пусть требуется сложить 

вектора а, 8, си а (фиг. 15). 

Прамфнимь для этого указанное правило для сложен:т двухъ век 
торовъ Сложимьъ первоначально а и © (фиг 16) 

1 

ъ 16 

Сумуа яхь будеть р; затЪыъ сложимъ р и с; найцемъ 9. Наконець 

сложямъ чи 4; получимь векторъ ’ который и предотавлть иско 
мую сумму т.е 

таре аначе она 
Разематривая мвогоутольникъь ОАВОР, видимъ, что стороны его 

суть слагаемые вектора; они имвють одинаковое направлеше въ томъ 
смыслЪ, что переходя постепенно оть точки О къ 4, В, Сир мы 

будемъ двигаться по иаправлетямгь совпадающиыь съ направленный 
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каждаго изъ векторовъ; геометрическая же сумма есть замыкающая 
«хорона многоугольника. Итакъ, дия нахождения геометрической 

вуммы данныхъ векторовъ слфдустъ построить на нихъ 
многоугольникт; замыкающй бокъ многоугольника пред- 

ставить собою геометрическую сумму или составной век- 
торъ. Правило это называется правиломъ многоутольника. Въ 
частномь случа если ”=0 1 в 

вс а=0 

10 многоугольникъ замыкается самъ собою 

$ 21. Сложеме трехъ взаииноперпендикуляркыхь векторовъ. Изъ 
чаетныхь случаевь наиболфе часто ветрфчается тоть, когда слагав- 
мые вектора въ числ 
трехъ направлены подь 
прямыми углами другъ 
къ друзу. Пусть будуть 
даны три веютора =, у, 
(фиг. 17). 

Поступая по ивложен- 
ному правилу, изъ точки 
А проведемъ векторъ Ар 

равный ОВ; изъ точки В 

прозедемь векторь РИ, В 
равный ОС.СоединивъО съ 

Е, найдемъ составной век- 

торьт представляющий геометрическую сумму данныхъ векторовъ, т.е 

Ре 

9+2... . 0 

Не трудно видфть, что онъ равенъ щатонали паралеленипеда, по 
строеннахо на составтяющихь векторахъ. Изъ геометрия знаемъ что 

э-ур-+е ] 
{81 

7 УЕия 

Утлы же « В, т, составляемые дагональю съ каждымъ изъ ре 
беръ з у > находятея изъ стёдующихь выраженй 

508 @ а) = с08в = — = 

(5) 0$ (г У) = 008 В 

# _ 2 

 Уяни-я 

Вь чаетномь случав нотда 2==0 получаемъ паралелограмь 

608 (г =) = 0081 == 
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Если составной векторъ разложень по тремъ взаимноперненди 
хулярнымь направлешямъ, то онъ будетъ равенъ нулю только въ 
томь случа, если каждый изъ составляющихъ равенъ пулю; дёй 

ствительно дяя того чтобы 

т. в. сумма трехь ноложизельныхь слатаемыхъ равнялась нулю не 
обходимо, чтобы въ отдёльноети было: 

—=0 

0 

Подобнымъ же образомъ, если составной векторь разложенъ по 

двумъ взапиноперпеняикулярнымь направловязгь, то для того, чтобы 
онъ быть равенф нулю, каждый изъ слатаемыхтъ вехторовъ должен 
эыть въ отдфльнастн нулем». . 

И обратно, соли геометрическая сумма трехъ взанмнопериен- 
дикулярныхь векторовъ при извФетныхь услошяхъ обращается въ 
нуль, то каждый изъ слагаемыхь вокторовь при этихь условыхь 

зъ отдзльности также равонъ 
в ну:по. 

Изь только что изпожоннаго 
лено, что тры взалмоперпендлиу- 

‚ лярине ибктора, будучи сложены, 
р деють вионн опредфленный со- 

ставной иекторъ. Волёдетие этого 
псян вокторт чожоть быть даль 
поередетвомь трехъ пааимнопер 

| }  поидянулярвыхь вевторовъ. 

$28. Проекщя вектора на ось. 
18 Пусть будутъ даны (фиг. 18} 

векторъ а и нзкоторая линя 1 

лизющая опред ленное направленте, указанное стрлкой, иначе-—-06ь [. 

Ведторъ.а и ось { не лежать, вообще говоря, въ одной плоскоети. 
Опустимъ изъ концовъ вектора « перпендикуляры на ось & для 

чего, кажъ известно, слЪдуетъ церезь точки 4 и В провести пло- 
скости, перпендикулярныя къ оси | и точки пересзчешя А: а В, 

оси съ плоскостями соединить съ точками Ан В. Точки М и В 

носять вазваше проевщ!й (проложен!й} точекъ 4 и В; отрвокъ 

же 4,В, называется проекшей (проложенемъ) вектор а и“ 

линию $, называемую осью проекщй (проложен!) 

Проекщя вектора можеть быть построена и такимъ образомь изъ 

какой либо точки С’ лин $ проведемъ пекторъ СЛ), равный данному 
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вектору @; изъ конца его Р опустимъ периекдикуляръ ка линшо 1 
отрйзокъ СЯ представить искомую проекцию, танъ какь СЁ 4.В,. 

При взятомъ налравлеи вектора а направлен проекщи при- 
инмается оть 4, къ №,; такъ какъ направлеше это совпадаетъ съ 
направленемь оси 1, то проекщи 4, В, приписывается знакт + вЪ 
противномъ случа проекцио берутъ ео зкакомь — 

$ 83. Зависимость между векторомь и его проекцией на ось 
5 фиг. 18 усмалриваемъ, что 

СЕ = Ср РОГ 

& =а 095 ((, 4) 
или 

[ели оы ось ныбла обратное направлене, то потучили бы 

С БСЕ == 180 — Иша), 
п кромй того проекшя & должна быть взят\ со знакомъ минусъ 

бл овательно 

а а 605 (180 — (а, @ [-— 08 (№ в, == а 008 (а, а,), 

т. с. проекц!я даннахо вектора ну произвольную ось равна 
произведению вектора низ 60“ угла между направлен!ями век 
тора и осн, 

$ 2%. Проектая геометрической сумны нфеволькихь зекторовъ на 
произвольную ось равна алгебрической сумнь проекций этихь векторовъ 

Итеть имбемь (фиг 19) 

о жа-нь-о 

проекщя (а) & 60$ (в, ) 

проектя (5) 5е08(6,1) 

проекщя (6) = в, = сс03 (в, 1) 

проекщя (") = ^, == 608 (х/1) 

Но изъ чертежа находимъ 

им подставляя 

? 608 (г, 1) = а со (а, 1) - 
- $ с0$ (6, 2) = в 065 (©, 1), 

что и требовалось доказать 
Вообще для произвольнаго числа векторовъ а, а, а, 

ектируемыхь на какую либо ось { получимъ: 

1608 {"Т)У— а, в05{а,-н а. соз(а: Она, со5(а,-Н...в„с08(а„П). {10) 

Для краткости письма послёдиее выравене, въ которомъ мы 
ииБемь сумму ‘членовъ, составленныхъ по одному образцу, можеть 

про 



28 Основы МЕЛАНОГО 

быть пзображено таиъ 

Ува (а, й (1) 
' 

78 (1 0 

ТдБ а, 05 (а, 1) есть общий членъ суммы, называемый такъ потому, 

что, полакая. въ немь * развымь послФдовательно 1, 9, 8... м, мы 

можемь лолучнть веф члены суммы. Звакъ Х (ситма) показывает 

что нужно взять сумму подобныхь членовъ; а значхи, поставленные 
снизу и сверху Х, дають предьлы, въ кавнхъ ироизводится сумми- 
роване т, е. указывають номера перваго и послбдняго членовъ. 

Послёднее выра- 
деве пишут и т“ 
ЕнмъЪ образомт 

\ а 205 (а, 1) 
« 

или, продполатая чи- 
сло членовъ извфол- 
НЫ, ОТкИДЫВАЮТЪ 
значки у сизмы и у 
буквы @ и получають 

кл а 60 (а 1) 

Если ^ будеть на- 

правлено въ обратную 
сторону, то вс стороны многоугольника будуть имфть одинаковое 
направтеще и мы получимъ: 

30 

— 1068 (2, 1) =У а соз (а 1}, 

отктда 

2 605 (г 9+ Ма (а 1=0 

‚ 
$ 25. Проедци вектора на три взаимноперпендикудляркыя оси. 
Разловимь данный векторь 2 но чремъ взаимноперпендику ляр 

вымъ направяенщзи» Ох Оу и О» (фиг. 90) Буцемъ имёть 

Т=ЕУчНЕ 

и на основания только что выведеннаго для н5котораго нанравлетя 1. 

Г 608 (7, 1) = 2 605 (& 1) + у60з (у, + + 005 (в ) {12} 

Беря за ось проекций нлправлене оси Ох оздемь имЬть  - 

2 60$ (г 2) == 2 608 (д *} + 9005 (у 2} Н› 005 (2 <) 
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но 208 (2, &) = 408 0°=1 

608 (у, 2) == 608 90° = 0 

08 (5, #) == 605 90° = 0 
а потому 

т 608 ($ 2) = 

Гочно такъ же 03 

208 (7, У) = у 
2 608 (", =) = 

оли вектор г разложень по двумь направлемямь Ош и Оу, 
лежащимь, очевидно въ одной плосноети съ г, то имфемъ только 
два, уравнена 

2 608 (1,2) = ] 
1+ 

» 2 605 (гу) = у] и 

$ 26 Соотношение между длиной вектора и координатами конечныхь 
точек ето. 

Принимая оси проекшй Ол, Ол п О за оси координать будемь 

имфть, что вектора 2, у и гсуть вифет® съ тёмъ координаты конца 
составного вектора х, а потому мы можемъ сказать, что векторъ, 
проведенный изъ начала осей координатъ, равенъ геомет- 
рической суммБ координатъ конца вектора. 

Если же данный вокторь не будеть проходить черезъ начало 
осей (фиг. 21), то для нахождешя зависимости между нимъ. и коор 

динатами начала и конца его, соединимъ точки А и В съ началонь 
координать лишями 04 и ОВ, давъ имъ направлен, сохласно ука 
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занному нл чертожь Готда можемь написать 

0в— 04а 

но по только ч10 доказанному: 

ОВ =и-нуч 

бань 
откуда 

= е-у-а — щи 

ити 
Ее 9б-ю-+Е д 

Каждоя изъ геометрическихь разностей, етоящихь въ скобках 

можеть быть зам®нена алтебричеекой, такъ какъ однонменныя ко 

ординаты одинаковы по направлено, а потому: 

Уи) .. 15) 
Вь положен мурса моханных незь часто придется пользоваться правр- 

1амп геометрическаго сложешя. Правила этн будуть примфнимы по вофзъ 
тЬхь случаяхь, когда механичесыя зколичивы мотуть быть изображепы вен- 
торазст (епороети, усхоремя, сллы ит. д); но въ впду того, что понлеЮ о 
геометрической сумм есть простое опродфлеше, для примнешя относящихся 
<сюде положен, всяк разъ иеобходвмо доъазать, что 7 нии другя вели- 

яипы могуть быть складыраены плг вычптаемы казъ вокторы. Какъ сколько это 
будеть донавано въ прост. 

д шемь случа въ вид пра- 
вина паралолограма, тотчась 
де все, засающееся соотно- 
шешя межну геометриче- 
свой суммой и слегаемыми 
векторами, можеть быть 
безъ дазъявйшихь отото- 
рокъ примфнено къ пзучае- 
мому виду вевторовъ, 

6 
> $ 27. (0 теометриче 

22. сложъ произведении. 
Теометраческимь по 

пзведещемь двухь воличикь ван произведешемь двухь векторовь а вь 
(фиг. 22) называется произведен изъ величин нхъ на косянусеф 
угла $ между ихъ язпреллен!ами' обозначая это произведеще р, имземъ 

та 6 
о . 

сво == 00 
в потому й 

#— $: 0с 
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т.е геометрическое проязводеве можеть оыть получено умноженаемт 
одного изъ зовторовъ па проеиц[ю второго на ноправлем!е пер 
ваго, 

Вр чвстломь случай, если вевтора и п в мегду собою перпенчяьузярны 
(фил. 28) пхь твометраческое пропеведеше 
равцо пулю. 

НоВдомт, какъ вырежиется геометриче- 
свое пропзведелие двухь вептороль посред- 
стом проекцЁЁ ихл пьтри повпыноперпсн 
дикулярныя оол (фиг. 4). 

`Дьлы вектора: г: и т» ныюние проекция @ 
ми 2 Уз бь Ш 2, У 2 

По опредзленпо 

Беря проекцию экой суммы па напра 
влоше второго нентора 7», находиыь 23 

608 (171) == 2: 608 (#72) -- У: 608 (У 2) 4 608 (2, то 

Умпожая на 

7:7» 608 (Рр Ре} лит 608 (2 75) 4 Ут» 609 У; г.) Е 2 ге 008 (2, т 

м замечая что 

7 608 (т) === 

92 603 (/з» #3) = Уз 

ть 605 (и) т) = ь 
окон тательно нотучимъ 

Го 608 (1172) = да НУ -Н даа + (16) 

т. @ геометрическое произведен{:е двухк векторовь равяяется 
сумыё пропзведен:й соотвфтотвенныхт проэгщИ въ трч прямо- 
угольный осп. 
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$ 88. Задачи. . 
3. Цавы вектора: в и ® (фи 25) Найта зо=ан 

ба в) = а. 
Даны вектора @ В ие (фиг. 26) 

ау не | Найти: а) * 

бань с 

а—в—с в) г 

3. Найти сумыу проекшй векторовъ а бис 

(фиг. 26); а) на вертикальную о6ь, направленную 

сверху внизъ; 6) на такую ще ось, обратно на- 

25. правленную; в) на ось, направленную вправо подъ 
угломь въ 45° къ горизонту 

+ Даны вектора: х, уи = (фиг. 97): 

ТПайти: = НИНА 

ао $8 2-5 м = 

ы $ > 

Ръшен!1 задачь 

3. а) т=у 4‘; 0) › иметь ту ъе величину, но другое нч- 

правлене. 

3. 8) 4 6) —4 
+ Выражене (8) $ 91 
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ГТАВА 1 

Опредфлеве движешя Зависимость между разстоя 

щемъ и временемъ 

$ 29. Данвыя, необходимыя для опредфлевя движеня точки, 

Движене данной геометрической точки будеть внолн% опредфлено 

(задано), если мы будемъ располагать данными позволяющими найти 

въ любое мгновеве положен! движущейея точки въ пространств». 

Послбдовалельныя положевя, занимаемыя въ простравствё дви 

жушейся точкой, образуотъ, вообще говоря, нБкоторую воображаемую 
линНо, называемую траектор1ей точки, которая представляеть 
путь, проходимый точкой. По своей форм траевтормя можеть быть 
лиыей прямой или кривой; поэтому движеше точки въ этомь отноше 
эй раздФляють на два вида: прямолинейное и криволинейное 

Одиеь изъ способовъ опредзлеюя движеюя на разсмотрёщи ко 

хораго мы топерь оставовимся, заключается въ слёдующелгь: указы- 
вають траекторно, т. е. дають форму этой кривой, а затБыъ лоло- 

жене ея въ пространетвВ тфхь или другимь способом, о чем ска- 

жемт далфе. ЗатЬмь указывають данныя, посредством которыхь 

можно опредвлить, въ какой точк}В траектори находитея въ данное 
мтнолен!е движущаяся точка. Цля этого поступають танъ: 

Выбираютъ на траехтори нФкоторую постоянную для нзучаемаго 

движешя точку и оть нея отечитывають разстояюя на которыхъ 
точка отстоить въ различных мтновен!я. Такой точь присваивають 
назвате начала разстояк!й Опредфляють направлене, въ какомъ 

оть начала разстоянй оточитывають положительныя разстоя 
н1я, въ обратномъ направлен!и откладывають отрицательныя раз- 
стояшя. Наконець, нужно указать какими единицами должны из- 
итряться разстоявя: метрами футами и т. п. Имя эти данныя, мы 

всотда мощемь указать то мото, которое занимаеть движущаяся точка 
или тёло на траектори по прохождени имъ извфотнахо разстояния *). 

+) Мы избвгаемъ унотреблешя выражения; пройденное точкою пространство 
такъ какъ съ этимь словомь овнзываетоя представлен! о ибкоторомь объемб, нибю- 

щемь тр взмфрешя, тогда кавъ разотояшя, проходимыя точкою, измёряютея, оче- 

видно, единицамы длины. Для обозначеня пройдевнаго разстояшя мы впрочемь 

удержинаемь принятое повсюду обозначене — 5 ранит пространство), хотя было 

бы послбховательнво принять бунву } Позйидо- длина) 
3° 
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Подоонымь же образомь нужно условнться относительно измре- 
#Ня времени, а именно: нужно выбрать начало временъ т. в. та- 
5ое мтновен!е или, какъ часто называють, моментъ времени 
оть котораго будуть отсчитывалься промежутки времени той илн 
другой длительностян или величины. Кромб того должна быть 

выбрана единица дия измвревя времени: секунда, сутки к др. При 
помощи этихь даниыхь веякое ысновене можеть быть точно опре- 
дфлено; напр. если т№ло двигаловь въ продолжеше промежутка вре- 
мени, фавнаго 3\/, суткамь, иричемь за начало времень принято 
$ ч. вечера 15 декабря 1905 г. то мтновене, опредфляющее конець 

этого промежутка, есть 8 час. утра 19 декабря 1905 г. 

$ 80. 0бъ опредёлени траекторзя. 
Задаше траектоми въ слутав движеня точки въ плоскости мо 

жеть быть произведено простывгь начертащемь ея. Но подобный спо 

собъ, обладая указанными выцие недостатками, общими всякому графи- 
чеехому пыюму, можеть ннохда оказаться неудобнымь при движении 
точки въ пространств. 'Гогда прибЪгають къ енособу опредблешя 

траевтори въ осяхъ хоординать, задавая ол уравнешеуть, указываю- 
щихь зависимость между коордилатами отдфльныхь точекъ ея по- 
дооно тому, какъ мы это лызли выше ($ 6,3). 

$ 31. Зависимость между разотоящемъ и временемъ. 
Такъ каыъ мы желаемъ знать положене точкй на траектоми пъ 

тюбое, опредбленное указанныйхь образохь итчовеще, намъ необхо 
димо знать, какъ будуть изибняться еъ течешемь зремени разетоя 
вя движущейсн точки оть начала разетоян , каковы будуть пере 

хБщевя точки или разетояюл, проходимыя ею по траеклорн въ 
извЪфотный промежутовь времени, короче говоря нужно знать зави 
сныость между произвольно выбираемыми промежутками вре 
мени п соотвётетвующими имъ разстоятями, Какъ лено изъ 

общей характеристики движешя, и время и разетояня (оточитывае 

мыя каждое оть своего начала) въ продолжене этого движея 
эвняютея, то и другое суть величины перем нныя но между нами 
та существенная разивца, что промежутокъ времени мы опредфляемь 
вами по нашему произволу и уже въ завиенмости оть этого проме 
жутка мы находнмъ разстояне. Такиуъ обравомть, согласно изложен 

ному въ 8 5, время является перем нной независимой, разетоя 

ве же фунец!й времели, 
Замфтимь, что въ ТВХЪ случаяхъ, когда мы товоримъ только о 

факт измфнев!я тфломъ положен, занимаемыхь имъ въ проетран- 

ств ‘мы употребляежгь терминъ «движене», когда ще насъ интере- 
суеть длина, на которую тВло передвинулось, мы товоримъ: прой 
денное разстояе переибщене 
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Слёдуеть различать опредёлеюя: пройценный путь и прой 

денное разетоин1е. Таюъ напр., если два хакихь либо селени уда 

лены одно отъ кругото на 20 веретъ, счнтая по соединяющей ихь 

дорог, 10 при переходё путника изъ одного селешя въ другое раз 
стоян!е, имь пройденное, составигь 20 веретъ’ путь же можеть 
превышать эту величину, такъ какъ путникъ можеть возвращаться 
назад, проходя по одному и тому протяженио нфеколько разъ. 

Далфе, слФдусть различать выращеня: разстояв!е точки (до 

начала разстоляйй въ такое то мгновен!е) н разетоян!е, пройлев 

ное точкой въ данный промежутокь времени. Разницу между инми 
можно видеть на слВдующемъ прим%р%: пусть точка въ начал вре 

мент (начальное мгновен!е} находилась На разетояяи 5 м. отъ на 

чала раветоян! и затбмь въ течене 2 сек. прошла разетояте въ 

4 м. Тогда разстоян!е точки въ концЪ 2-й сек. составить 9 м 

разетоян!о же, пройденное точг ой въ деф сек. будеть равно 4м 

Зависимость между временехь и разегоящезмь точки (считая его 
оть начала разстояв), подобно всякой другой зависимости между 

перемнной независимой и функщей ея, можеть быть дана одвимъ 

изъ елбдующихь споеобовъ (8 6): 

1) Аналитичсски, посредетвомъ уравнев]я, связывающаго объ 

перемБнныя (разстояве и время) между собою, напр 

$=9 — 3 

г1Ъ знакь $ обозначаеть пройденное разстояте, а #— время, про 

текшее оть начала временъ. Написанное уравнене можеть быть на 
звано уравненемъ разетоян!й. Задаваясь тми или другими вели 

чинами & мы найдемъ, рёнивъ уравнен1е, соотвфтетвующую вели 

чину $ 

3) Таблицею, которая будетъ содержать значенля разстояний точки 

(оть начала разстоян ‘въ мгновеяя указанныя въ таблиц ‘наир 

т мии $ метр 

05 20 

1 30 

15 31,5 

ый 43.75 

25 48,75 

Для опредФлевя разстояня въ мгновен1е, не указанное въ таб 
лицф, придется прибгнуть къ интерполированию {8 6}. Таблицей, 

какъ извъсхно, опредфляется движеве пароходовъ, желёзнодороя 
ныхъ пофадовъ и т. п., расписавя которыхъ и предотавляють при 



3% Осцовы УВХАНИЕИ 

мЬры табличнаго опредвлешя зависимости между разстоящемь и 
временемь. 

3) Графичееки (фиг. 28). При такомт опредфлен:и завиенмости 

между разстоящемь и временемь легко можеть быть найдено раз- 
стояне точки въ данное мтновен!е, напр. въ кони 2,5 иныууь; для 
этого слфнуетт возетавить перпенцикуляръ изъ конца 25 минутъ 
до пересфченя съ кривой Од, называемой кривою разетоян!, 

въ точк® ВБ; изъ этой точки опустить перпендикуляръ на ось 0%, ко- 
торый отобчеть отт пея дляну, равную 50 м., что и предотавить 

разетоле точки въ комць 

9,5 мин, 

5. Отвосительныя достоия 
ства вн недостатки вевхъ 
трехъ способовъ опредфле- 

я разсматриваемой завя- 

симости лены изъ указан- 
наго выше (8 6} о задами 

завистмости между функ- 
шей и независимой пере- 

мной. 

Уравнен и чертежъь по- 

25. зволяютт  рплть также 
обратный вопроеъ: найти 

промежулолъ времени, вт течене котораго точка пройдеть даняое 
разстоли®. Въ такомъ случа уже время разематривается как фунт 

я разстоятя, являющагося персыфнной независимой. 

$ 32. Иримёръ опредфлемя дзижеюя 

Приведемъ примьрь опредфлевя движеня, разсматривая напр 

лозздъ, ндупай по Николаевской желфаной ‘дорог. 

1 Траекторля—ливя Николаевской желфзной дороги. 

3. Начало разстоян!й— Московок! вокзаль Николаевской жет 

дороги. 

3. Направлен:е половительныхъ разетоян!И-—оть Москвы 

къ Нетербургу 

4. Единица разстоян:— верста, 

Ве эти данныя относятся къ траекторзи. 

Относительно времени должно быть дано: 

5, Начало временъ -мгновене выхода пофзда изъ Москвы. 

12 чае. дкя 26 октября 1905 г, Равумфелея вачало временъ можеть 

и не совпадать съ момевтомь выхода пофзда, однако тажое вода 
будеть наиболфе простьагь и естественных 
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6 Единица времени —часъ 
Наконець, слёдуетъ дать зависимость между разстояшемъ, прохо 

димымь пофздомь, и временемъ, что, какъ указывалось, производится 
таблляныюмеь пучемъ, а также графически посредствомь такъ называе 
мыхь трафиковъ желфанодорожнато движены. 

Имя всВ эти данныя, мы можемь въ л10бос мтновен!е найти по 

ножен иофзда; слёдовательно, движеше ого будеть внолиВ опредё 

лено или задано. 
Чтобы не перечислять вебхъ данныхъ, иеобходимыхь при оли 

санномь с10еобф опредБленя движеня, такой споеобъ называють 

короче опредфленехь движевя посредствомь тразктор!л и раз 

стоян1я. 
Замфтимь, что начало разстоянй и начало временъ могуть и ве 

совпадать, т е дражущаяея точка въ начал времент можеть и ве 
находиться въ начал разетоян Протяжен, на которомь тло 

нахоцится въ началф временть отъ начала разехояв! носить назва- 
не пачальнаго разстоян1я. 

Пусть напр. мы разематриваемь движен!е пофзда оть Твери вы 

шедшаго изъ этого города въ 6 ч. веч.; это мгновене п будеть на 
чаломь вроменъ. Начало же разотоянЙ, как то обыкновенно при 
инмають, находится въ одномъ ла» крайнихь пунктовъ данной лан 
я © пря дважени пофзда къ Петербургу въ МосквВ а не въ 

Твери; такимъ образомъ ясно, что начала разетоянй н временъ 
могуть не совпадать, а тлюже ясио практическое значевс начальнато 
разетоявя. 

Не елбдуеть ембшивать зависимости разетояв!я отъ вре 
мени съ траектор!ей, что можеть случиться при невнимательнозгь 
разсмотрё!и даяныхъ, относящихся къ изселиуемому движению; та- 

кому сыБленю можеть содфйствовать также то, что и та, и другая 

данная можеть быль задана какъ аналитически, такъ и графически 
Опредьлеве положевя очки въ пространств при данныхь 

траекторшт и зависимости разстоявя оть времени состонтъ ва осно 
ваыи только что изложеннато изъ двухъ дФйств!й; во-первыхь, вы 

числевя по этой зависимости разотояя точки соотвётотвенно дан 

ному мтновеню и во-вторыхь, откладывая этого разетояыя по 
траекторш. Ввиду того, что второе дЪйстве является особенно про 

стымъ, мы не останавливаясь на нежь, перейдемь въ раземотрфнио 

Ефкоторыхъ частныхь случаевъ зависимости между разстомемь и 
временемъ, 

) О паправлени, въ которомь отечитываются положительный времена. начего 
че приходьчся говорить, таль кавъ здъсь придерживаются обычнаго порядьа вещей 
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Для полнаго опредфлетя движевня нвооходима наличность возхь 
перечиеленныхь ввияе эдементовь; въ частномъ случа, если бы не 
была указана травкторы, то мы были бы въ соетоянш опредфаить 

разетояне точки оть пачала разстояв, а также проходиныя точ- 
кою разетояны, но не знали бы, гдё находится движущаяел точка. 

Въ житейской практик®, равно какъ пра рышенм различвыхь 

вопросовъ въ механик$ въ большинств® случаевь не уломинають по- 
дробно в вебхъ элемонтахь, опредфляющихь движен!е, такъ какъ отно- 
сительно иногихь придерживаются установленныхь жизнью нормъ 

$ 33. Частвые случаи зависниости между разотоящень и времоненъ. 
Изслфдуемгь въ видё примвра одну изъ намболфе часто вер 

чающихея завнеимостей, выраженную  лналитически слФдующимь 
уравненемь: 

з2ва--ны-ней... (91} 

ГдФ а, 6, е ностолнцые 
коефишентьы. 

Нависаднное уравие 
ие легко можеть быть 
представлено храфн- 
чески въ осяхь врс- 

‹ мень (ось абециеь) и 
разстоявйЙ (оеь орди- 

натъ). 
5 Для большей опре- 

дфлениоети при по- 

строен положим, 
2 что 
Г] и в, 6—3, 6=1; 

тотда будемь иметь 

ав 

Е 

р 

Нредполагая данными единлны которыми измряются времена 
и разетояня, выберемт, маеттабъ для того и друтохо, напр ';, век 

въ 1 ем. и 4 метра въ 1 см, (фиг. 99) 

Задавнтиеь для { значещями, указанными въ иижеслёду ющей 
таблип$, найдемъ соотвЪуствуюня имь зеличины 5 

1=0 =° 

=1 8 =6 

2 5 =12 

{—=3 8; = 20 
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Вначежь внизу У ; указываеть иромежутокъь времени, считая его 
отъ начала временъ, для котораго ищется разстояне точки, 

Согласно этому и въ общемъ выражени для разстояшя слЗдовало 

бы у 5 поставить значекъ &, такъ напр. 

5 рб нее, 

но обыкновенно значек этоть откидывають (17). 
Построимь точки а (9,2), © (1,6), (2,18), @ (3,20) (фиг. 29) и 

соединимъ ихъ (пользуясь напр. гибкой линейкой) кривой, которая 

н иродставить данвуто зависимость. Гажой способ построен кри 
вой носить назлате построешя по точкамъ. Уфагь больше точекъ 

вычислимъ, тВыь точнфс будеть построена кривая, выражающая 
разстояе въ функщи оть времени короче—кривая разетояний. 

Разотоян!е, иройденное точкой въ течене напр. я-ной секунды 

оть начала движеня, найдемъ, вычтя изъ разстоятя 5, точки въ 
концф н еекундъ, разстоян!с 5„_: въ концё (и— 1) сев., т. е 

5 — 8-1 == [@ + би - с] — [а + 6 (ит) е бт] = 

[а-н он *?] — [а - а -б-е — 8 

= ев =Ь- в (9—1). 

0, те. 5—9 Ы Въ частвомъ случав, если въ уравнении (17) с 

найдемь 5, 5,1126; ТО ще ПОЛуЧИмЬ И ДЛЯ $. — 
вообще для л1обой секупды 

во время движения. 
Это показываетъ, что 

точка во веякую секунду 
проходить одинаковыя раз 
етоявя. 

Примемъ вапр 

, би--9— 5—3... 

в=9, 6=1 

тогда 

РЁ 

Построивъ это уравнене по точкамъ въ осяхъ ОЁ и 0$ (фиг. 30) 

получиыъ прямую АВ. Не трудно убфдиться, что всякое уравкене 

первой степени относительно перемфнныхь 5 и & выражается графи- 

чески прямой. 

Иифя въ общемъ случав 

з=а+ы 

найдемъ то разстояне, которое движущаяся точка пройдеть въ нЪко- 

торый произвольный промежутокь времени А# Подъ этимь обозна- 
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ченелрь разумВютъ обыкновенно небольнюй, иногда безконечномалый 

промежухонъ времени, причемъ закое обозначеве промежутка вро 
мени двумя буквами ясвЪе указываеть тот родъ воличнны, часть 
которой составляеть данный промежутокъ илн элементь, какь гово- 
рятъ при малыхь значеяхь его. При этомъ взятый промежутокт 

А! предполагаемъ сл®дующимъ за концомъ Кой секунды. Разстояяю, 
пройденное въ течеле ого точкою выразится разностью разетоя 
ВЙ чумы $: Нл, ТАаЮЬ какъ 

&=70) 

ела == 40) 

ан Го. 

Въ разсматриваемомт случа, елфдовахельно, будезь изеВть: 

зо разностыю 

чу — Я ЕР к м — (О = [|@-+- (т А [а М] =ьм 

Отношевне его къ соотьфтетвующему промежутку времени Аё сеть 
велизиия постоянная, равизя коэфященту при { въ уравнеше рлз- 
стоянй; дЬйствихельно 

Ч — 9 А 1-54 2 у ав) 
ру = 

Ко графическя числитель (5. .д.--8: ), выражается отрёвкомъь ДЕ 

знаменатель --- отрфзкомъ СТ; тавимь образомъ ордииаты прямой — 

«=а- ростуть пропорщенально абсцисамъ “ подобное свойство 
принадлежить исключительно прямой лин. 

Отношеве (18) показывасть, съ какой быстротой разстояшя, про- 

зодимыя точкой, увеличиваютея въ течемемь времени; укаванное 
отношете даеть такизжь образомгь возможность судить о быстроть 
илв скорости движения Въ разоматриваемомь случа мы видижеь, 
что разстоян!я ростутъ пропорщояально временам; такое движене 
называется равномфрнымт. Всякое другое двнжен1е получееть на 
зван!е неравномрнахо или перемфннато. По виду же траектори какь 

то, таюъ и другое движене можеть быть прямолинейнымь или криво 
ливейнымъ. Вообще сл®дуеть помнить, что зависимость между раз 
стояемь и временемъ ие даетъ никахого понямя о видб траектория 
и наобороть, волфдетве чего и та, и другля даниыл очинаково не 
обходимы для опредфлешя движешя 

Гели въ уравнены 
= ны 

@а-==0, то лишмя разетолюй проходить черезъ начало коордивлагъ 
(фит. 31). 
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ели 

то тЕло находитея въ покоб; дБйохвительно, для какого бы мгнове 

вя мы ни опредёлялн разстоявЙ точки, мы всегда получимъ вели 

чину а. Вин ==0 то тёло пробываеть въ покоф въ началф раз 

стоя. 

$ 3% Задачи. 
1 а) Постровть графически слфдующая урлвненя разстоявий 

Е о 

9) в=ЕрЩВ 

8 = ы+9 
4) 5-8 

6) Найти разетоялие точки (отт начала разстоянй) зъ конц двухъ 

секундъ; четырохь секундъ. 
в) Найти разстояве, пройденное точкой въ течете второй се 

кунды и четвертой секунды. 
2. Дано уравнеше разетоя 

ШИ: 52—34. : 
а) Показать, что разетоя 

тия, проходимыя точкой врро 
должене каждой сскунды 
остаются посхоянными 

6) Показать, что отношене 

пройденнаго точкою разстоя- 
я къ любому промежутку 
времени есть величина по- 
стоянная, другими словами 
проходимыя разстоящя про 
порюнальны зременамь. 

3. Прослёдить движене точки по прямолинейной траектории, ука- 

зывая положен!е ея послВдовательно въ конц 0, 1, 8, Зи т.д. ©в- 

кундъ при опредфлети движея данными предыдущихъ задачь 
4. Найти положеве точки въ ковцф одной, двухь, четырехь се- 

кундь оть начала временъ, если тразкторя—кругъ радбуса 2 метр., 
начало разстоннЁй совпадаеть съ верхнимь концомъь вертикальнаго 
даметра; уравнене разстоян!й: = — 3& 

5. Дано уравыен:в разстоявЙ: з=4 Фудеть движеве ирямоти 

нейвымъ или криволинейнымтъ? 

6. а) Зависимость 5 8: представить графичесви 

6) ИзслЬдовать движене точки по прямолинейной траекториу 

3) Чему равно начальное разстоян1е? 
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7 Поетронть уравненя 

8. Дано з==зйгл. Каково разстоян!е точки въ конц двухь секувдъ? 

9. Завнеимость разотоян{я оть времени дана графически (фяг. 39) 

&) Найти разстоянйе, пройденное точкоо въ длВ и три секунды, 

6) Указать положен!е точки на прямолинейной траектор въ кониь 

двух и трехь сокундъ. 
в) Чему равяо начальное разетоян!е? 

16. Дано: з=4—. 

Во сколько секундъ, считая оть пачала времент точка пройдеть 
раветолее въ 4 м.? 

1. Дао з-=Р— 2 Вь какую секунду оть пачадл вроеменъ 

“ 

> 
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точка пройдеть разотояне больше ч®мъ въ нредыдуюую сек нду 
ва 10 м? 

18. Уравнене разсхоявЙ: з—={-—4 Майти приращенюе равотоя 

зая, пройденнаго въ (1+ 1)-ую сек. по ‘сравневно съ разстолейемъ 

пройденнымьъ въ ую век 

Чиесл. данныя #=4. 

13. Ло начала временъ тфло проно 3 м а затёмъ двигалось 

равномфрно, проходя въ секунду по 2 м. 
а) Составить уравиеве разетояюй для этого движешя 

6) Найти разетояюе, пройненное тФломь въ 8 секунды. 

14 Траекторшя точки кругъ. Будеть движен равномфрнымь ила 

перемённымъ? 
15. Какъ измёнитея уравнезе разстоянй: з==4-—96 воми начало 

равотояюй перенесемъ на 8 единицы обратно направлевю положи 

тельныхь разотоянйй 
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16 Два тбфла движутся одно на встрзчу другому съ разстоятя 

80 м. Черезъ сколько секундъ они зстрфтятся если уравнея раз- 

стоя Й ихъ таковы: я =2-Н4Ри 5—9? 

17. Предыдущая задача при данныхъ: $ == 01— 3# из 

Рьшить этоть вопроеъ графически 

Рфшен!я задачъ. 

1. а) Постровяйе кривыхъ производится по точкамь ($ 33) 

6) Подетавить выфсто & соотв®тетвенно 9 и 4 

в) Опредфляется по формулазгь ДЛЯ 5, —5; 8. —$ {8 38) 
3..а} Разетояне, пройденное въ (1+ 1)-ую секунду найдется изъ 

выращеня (5: — 5) и ееть величина посгоянная 
6) Отношеню 

Я 8 РЕНА — |) 
м М 

Отношен!е это выражаетъ скорость движетя ($ 33) 
3 Подставляя 0,1, 2, 8 .. въ уравневе разстоян, нахо 

димь разотоявтя зочки оть началт которыя и откладываемь по 
траектория. 

4. Пля конца второй секукды имфемь ,-=0, т. е. точка нахо 

дитея въ начал разотояв{й. Для конца четырехь сек. $,=6. Точва 

прошла при этомь часть окружности, равную 8 

5 Уравнеше разетоя ие опредфляетъ вида траектори (ем $ 832) 

6 а} Сы. 5 33. Для { вадаемея величинами 0, т, 5, Полу- 

чимь кривую, назывчемую 
еинусондой. 

6) Точка движется перю- 

дически ‘взадъ и виередъ по 
траенторйн, удаляяеь оть на- 
чала на наибольшее разетоя 
не, равное единицВ. 

в} Начальное равотояню 

равно нулю. 
т. Получим кривыя, на 33 

зываемыя  гиперболами; бы 
зослЕдневек-случа липербола будеть-равнобокой.) 

8 Точка находится въ покоВ въ началф разетоящй (5 = =0) 

$. а) См. зад. 1, в) 

в) Начальное разстояне равно 9 

10 Опредёляемъ # изъ уравнешя 4=—# 

11 Опредфляемъ (1-1) пзъ уравневя: 

(вы 84) = 10 = @- 1—2 (1+) —@—99 

*--. 
80 
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19. Рёшается подобно задач 11 

18. а) з= 8-52 0) =6. 

14. Опредляется зависимосльло разстояная отъ времени ^ ие трлек 
тормей ($ 32). 

15. Получимь э=7 — 9& 

16. Находимь # изъ уравнения: 2-5 4Е-- ЭЙ == 80 
17. Отроимь кривыя (фиг. 33) соотвфтетвенно въ осяхъ (5. и 

{', 0 Ординята гочки пересчены (+) даеть искомов итновене (:=8} 



ТЛАВА П 

Сложене и разложене движенй 

$ 85. Поняче объ абеолютномъ и относительномь движени Движе- 

зав отиовительное и переносное. 
Разсматрнвая движен!е точки по данной траектори, мы опредё 

ляли на основания извбстной зависимости разстояя отъь времени 

положея точки на траектория. Послёднюю при этомъ мы предпола- 

тали неподвижно расположенной въ провтранств®. Сдфлавныя раз 
сувдешя относительно мЁетъ, ванимаемыхь движущейся точкой на 

ой же траектория, ни въ чемъ не будуть нарушены, если мы пред- 

положимт что травкторя точки въ свою очередь измфняеть свое по 
дожен въ пространств Положене точки относительно траек- 
тор1и по прежнему будеть опредфляться данной зависимостью раз- 
стоя я оть времени, Что же касается подоженя точки относительно 
другихъ предметовъ въ пространств, или вообще относительно 
неполвижныхь точекъ пространства, въ воторомь траекторя дви 
жется тёмъ или другимъ образозгь, то, очевидно, имфющихея дан 

ныхъ, касающихся двищешя точки по траектори недостаточно; не 
обходимы дополнительныя давныя, которыя опредфляли бы движеше 
трав ктор!и относительно другихъ прецметовт, преднолагаемыхь не 
подвижными, и въ соединеви съ имфющимися данными относящи 
мися къ движеню точки по траевтори, позволили бы и въ случаф 
подвижной траектор!и опредфёлить положене точки въ пространствв 

Уже теперь можно видёть, что нь пером щевямъ точки по траекто 

ии должны быть прибавлены еше перемщен!я, которыя она иепы- 

тываетъ велёдетве движёня траекторьл, точка имфеть какъ бы два 

движешя: соботвенное относительно траекторя и другое выБот$ съ 

послфднею, блатодаря передвиженю  перекоеу траектоши относи 
тельно предметовь находящихея въ пространетвё Перзое изъ этихъ 
движен! называется относительным, второе — переноснымъ 

Наша задача и будеть состоять въ томъ, что бы указать какъ 
изъ этихъ двухь движенш получить одно дфйствительное, истинное 
движене точки указать необходимыя данныя для опредфялевя этого 

движевя, называемаго также составкымъ движенемь; первымъ же 
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лрисванвается назваве движений составляющих или слагаемых. 
Самый презгь получея составного движет мосить назваше сло- 

женя твиков!" обратнля здзчл называется разложен‘емт дзи 

жен. 

Но очевидно, каково бы ни было движеню траектории, движеню 
точки относительно траектор1и ин въ чезь не будеть нарушено 
первымъ и слёдовательно, еслн нась внтересують только перем - 

щешя точьн по траектор!и, то рьшен!е вопроса, раземотрзняое въ пре- 

дыдущей главф, примфняется безразлично какъ къ траентори не- 

подвижной, такъ и къ движущейся; другими словами--движеня отно 
сптельное п переносное другь отъ друга не зависятЪ 

$ 36. Прикфры. 
Ириведегь примфры двяженая тЁла по движущимся траекторлямт 

1) На заводахъ примйияется подъем- 

вый мехаилзмъ, изрфетный подъ назва- 

вемь мостовото крана; по направленно 

длияныхь сторонъ маетерскихъ уклады- 
вають рельсы, по которым можеть ие 
режыщаться ва каткахъ мость; по но- 
слфднему, слЪдовательно, въ направле- 
ий периендикулярномъ къ направленно 
движеня моста, можеть поремщаться 
лебедка для подниманы груза, постав- 
ленная на особой телфжк?. При непод- 

зижно стоящих моетф и телфятев грузъ 
южеть передвигаться по вертикальной ллн?и (траекторйт), неподвижной 

относвтельно стЬнъ здаюм. Ири перемфщеви въ то же время телёжки 

но мосту траскхор]я эта придеть въ движеле. Результирующее, общее 
перем щен! труза будетъ слататься изъ двухь движен! его по вер- 

тикади посредетвомъ ворота и въ горизонтальномь направлеви но- 
средетвомь перемфщеюйя телЪжки. Сюда можеть быть присоединено 

еще третье, если мы приведемь въ движене мостъ крана. Возможно 
перемфетить трузь изъ даннаго положея въ какое-либо другое 

разнообразнымь сочеташемъ указанныхъ трехъ движен, при чемь 
и траектории, описываемыя трузомъ, будуть имфть различный видъ 

2) Въ случа поворотнаго крана ось котораго вращается яъ иод- 
шипникахь а и 6 (фиг. 34), а грузъ Р подвБшевнь къ неподвижно 

укрёпленному на хониж стрфлы блоку, трузь можеть получить 

два движевя: носредетвомь ворота по вертикали и при вращения 
крана около оси (25) — по горизонтальному яругу При одновремен- 

номъ дЪйстви ворота п вразщени крана движен!е груза будеть со- 

ставное изъ сказанныхь двухъ причемъ ясно что при вомощи но- 
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горотнаго крана грузЪ можеть оыть помфщенъ въ любую точьу цл 
линлрической поверхности съ радусомь, равнымъ выносу крана. 

3} При нерепрал» черезь рЪку (фиг. 35) лодка получаеть два 

Движоны: одпо по направленцо теченя а подъ дЪйствемь его, дру- 
тае въ направленйи В, напр. перпендику- 
лярномъ къ первому, благодаря усиимь 

‘требца. ДВйствительное дряжен!е точки 

будеть результатолгь обоихъ указанныхъ 

движен. 

$37. Виды переносныхь двивешй: по 
ступательное к вращательное. 

Переносныя авиженя одной траекто 

рии ло другой мотуть быть ло виду пу- 

тей, описываемыхь отдфльными точками 

траскторит, лообще говоря, весьма разно- 
обравными. Но всё они приводятся нъ 

двумъ проетВйшимь, элементарнымт ви- 

дамъь движен; поетупательному и вра- 

мательному. 
Нодъ именехгь длижешя поступательнаго, какъ указывалост 

выше ($ 4), разумвется такое переносное движене, при которомъ 
велкая хорда движущейся траектори, неразрывно съ ней связанная, 

32 

остается все время паралельной самой себЪф. Пусть будеть напр. 4 

траекторя движущейся точки (фиг. 86). Пусть траектор1я эта пере- 

м6щается по трасктори АА, такимъ образомъ, что точка А, нераз- 

рывно связанная съ траекторей АК, поетоянно остается на второй 

траектори. Проведемъ хорду АВ; тогда переносное движен!е траек- 

толи АК мы назовемъ поступательнымъ въ томъ случа, если хорда 

эта при вевхъ послфдовательныхь положеняхъ траекторйи АК 6у 

деть оставаться паралельной своему начальному положено АВ такъ 

й Вазлниь.-— Овионы зеханики. 
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напр. 2,8, |428. По аналойи еъ паралельными прямыми товорятъ, 

что п траезтомх во веёхь положешяхъ, послёдовательно занимае- 
мыхьъ ею, остается въ разоматриваемозеь случа паралельной язлаль- 
ному своему положено. 

Каюь будеть вндно нзъ правила слощетя движевй, вс точки 

трасктори при поступаю опйсыватотт взаимнопаралельные п равные 
между собото пухи. 

Еели же точка 4 траектомн АК останется неподвижной, сама же 

траекторя повернется около этой точки, то мы получимь случай 
зращахельнаго двужевя. Всякое другое элементарное перемвщене 
траектори можеть быть веегда составлено изъ двухъ названныхь 
перембщенй: поетупательнахо и вращательнаго. К»ъ болфе подроб- 

ному раземотрЬню вращательнаго движевя мы обратимен въ киие- 
мачикв твердаго тля, онл зе остановлмея плит ну раземотрвнйа 
поступательнаго движения. 

$ 38. Общин иремъ сложеня постулательныхь движен:! Парашело 
трамъ хордъ перемфщен!й. 

Пусть будуть даны два движеня. движев!с точьи по траектори 
АК и поступательное двищен!с трасктойи АА по траектоми А, 

{фиг. 36). Баждое изъ движенй должно быть, очевидно, вполнВ опре- 
дфлено; кромё траектор!й мы должны выЪть соотвётотвуюния вави- 

симости между разстояями и временами и прочёя необходимых дан 
ныя, о которыхь говорилось въ главё 1. 

Пусть движущаяся точка въ мгновее, опредфляемое кониомъ 
-0й секунды пли, короче, въ мтновене & находится въ положевш 4 

ЯНайдемъ положен точки въ пространств черезъ ифкоторый нроме 

жутокъ времени АБ слбдуюций за даннымъ мгновешемь Пусть точка 
пройдеть по траектории АК разстояне 4 В *); въ то же самое время 

праектойя АК перемфстится въ положеще А,К,, причемъ точка А 
пройдеть разстояне 44,. При этомъ хорда 4,В, будеть паралельна 

{д равна} хордё АВ. Такъ какъ оба движешя другь оть друга ие 

зависять, то мы можемъ представить ихъ совершившимися въ два 
равные, но слфдующе одияъ за другимъ, промежутка времени Ай, пуеть 
зъ первый изъ нихъ двигалась точка по траектойи АЛ’ и перешла изъ 

А въ В, траектория же оставалась неподвижной, а во второй движущаяся 

точка оставалась въ положени В, а траектомя АК перемфстилась въ 

положене 4.К,. При этомъ разсматриваеман движущонся точка пе 
рейдеть очевядно по иЪкоторой кривой ВВ, изъ В вь В,. Спраши 

вается какимъ построешемъ можеть быть найдено по тожен точки В? 

*) Въ кождомь частномь случаф, вуйя зависимость между разелоящемт и пре 

менемь, мы опредёлимь длину участка АВ подобна указанпому выше въ $ 88. 
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Легко видрть, что еели мы соединимхь тозки А и А,, а также 

Ви В, между собою прямыми, то четыреутольникъ АВ.В,А, будетъ 

паралелограмомь, тавъ какъ АВ равна ин паралельна А,В,, слёдо- 

зательно в АЛ, равна и паралельна ВВ,. Лия же АБ, будеть 

дагональю паралелотрама, построеннаго ва хордахъ перемфщенй АВ 

и Ад, - точки и траектори. Въ дЪйствительности, когда оба дви 

хотя будуть совершаться одновременно, движущаяся хочка опи 

меть, очевидно, ме путь ЧВВ‚, а вЪкоторую кривую АВ‚, которая 

и представить собою, елёдовательно, состалное первы5щене, а пря 
мая АВ, будеть ого хордой. 

Такимъ образомъ, какъ выводь изь всего сказаннако, мы полу 
чаемь правихо, извфетное подъ назвашемъ паралелограма пере- 
изщен!й или, точнфе, паралелограма хордъ перем ыщей и состоящее 

зЪ томъ, что хорда составного перемфщен!я есть дматональ 
паралелограма, построеннаго на хордахъ составляющих 
перемфщев!й, соолвфтетвующихь одном} п тому же проме 
жутку времени. 

Если намъ дано каждое изъ составтяющиль движений (траекто 
‚лей п завнеимостью разетояя оть времени или какихгь-либо инымъ 
способомъ, какъ то увидимъ впоелдетв!и), то на основания доказан 

ваго мы всегда съумфемъ вайти нолощене движущейся точки въ про 

странегвв черезь какой-либо промелутокъ времени, построивъ чл 
хордахь составляющихь леремёщенй паралелограмь, щагональ ко 
торато и будеть хордой составного перемфщеня. Конещь ея В, бу- 

деть принадлежать составной траектоми движущейся точки. По 
етроивъ для н%еколькихь мгновенй рядъ такихь точекъ и соеди 

нивъ ихъ затВмь кривою ливей, мы и найдемъ траекторпо состав 

вого или дфйствительнаго движеня точки въ пространств®. 
Слфдуетъ обратить внимане на 10, что если точка перем щаетен 

по двинужейся траектор!и или, короче говоря, иметь два движеня, 
то безразлично, какую изъ траекторй мы будемъ считать траекторей 

точки и какую траекторей переноснаго движевя. Поэтому выраже- 

31е: «точка иметь два движеня» находить себф полное оправдане. 

Премъ сложеня движешй, раземотрфнный вами для движенй по- 

ступательныхъ, примвнимь и для какихъ угодно движен!; но пара 
лелограмтъ движен1й въ послВднемъ случа не можеть быть примфненъ 

Въ частномь случаб, если оба составляюния движеня будуть 

прямолинейньии, то хорды ихъ будуть совпадать съ самыми пере 
мвщетями и вмБото сложеня хордъ можно складывать самыя пере 

ыфщеня. Сложизъ послёдея, мы, согласно найденному правилу, по 

лучимъ хорду составного перемвшешя, но не самое перем щене, такъ 
какъ при прямолинейности составляющихъ перем5щен!й, составное 

д 
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можеть быть криволинейньйгь. въ чемъ не трудно убфдитьея на 
чертеж. 

ели примолинейныя траектоМи двухь составляющихь двяженй 

совпадають между собою по полощенно, то паралехотрамъ обращается 
въ прямую п составное данжене точки будетъ прямолннейнитие. Ве- 
личина дЬйствительнаго перемфщетя опредзлится суммой нли раз- 

ностью перемещен въ составляющихь движевяхъ, смотря по тому, 

будуть направленя ноелфданхь совнадать межиу собою или будутъ 

друть другу противоположны, вели составляюция порезеыдевн, бу- 

дути противоположны, будуть сверх того и равиы по зелизиня, то 
точка вернстся въ прежнее положение, 

Для опредфлевя положеня точки, лифющей два движешя, въ 

они какого либо промежутка времени поетросше паралелограма мо- 
кет быть  замфнено 

р посороешемь треутголь- 
ника; такт, если перо- 
мЬщешя точки по двумь 

траекторямъ будуть 18 

и ИС фиг. 7), то про- 
ведя хорды этихъ перо- 

эБщенй, из точки В 

проведем линцо Вл, 
паралельную п раваую 
хордв 1 соединтиуь, 

течки Ан 2, получимъ хорду дЪйствительнаго перембшевя точки. 

Направлея движеня точки по кажлой трискторй указаны стрвл- 

ками; соотвътетвуюния направлен будутъ имфэь в хорды перем уте- 

в; направлеше линш Я7) будеть отъ -{ къ 12. Разематравая полу- 

ченный треутольникъ 480, мы видизгь, что хорда составного перс- 

уъщеня иметь направлен! обратное хордамъ перезйяцевй соста- 

ванющихь, начазь двяжен!е оть 4 къ Ви Г), мы будежъ идти по напра 

звлевю стрёлокъ и пойдезь противъ нихъ лишь ло хордё ЛА. Такой 

сторонЪ въ треугольникЪ (или мнотоутольник) присванваютъ назва- 

:1е замыкающей. Такимъ образоль зим имзезь: хорда составного 

перем щен1я выражается по величин и направлен! ю замы- 
кающей стороной треугольника, въ которомъ дв% друг!я сто 
роны суть хорды перемвщен!Й составляющихъ 

$ 39 Многоуголькикь движенй 
ели бы точка имфла ве два, а нфоколько движенй, то склады- 

вая вов движеня послфдовательно по два, пользучеь выведеняымъ 

правнломъ паралелограма мы найдемъ положеще хочки въ коня 

юбого промежутка времени 



11 П Сложрюа п РАЗЛОЖЕНИЕ ДВИЖЕНИЙ. э3 

Плйетвитольно, положимь, что траектори составляющихь движе- 
я суть кривыя 4, АО, АР н ЛЕ (фиг. 33), причемь перембще- 

ня точки по каждой нзъ них въ одинь и чоть же данный проме- 
кутокъ времени пусть будуть АВ, 40, ЯД и АЕ. Сложныъ сначала 

перембщемя АВ в ЛС, проведя хорды АВ и ЛС и построивъ на 

инхъ паранелограмь; К будеть хорда составного норемфщевя. Сло 
живъ зазбмь АЖ и 40, найдемъ хорду «Ых наконець, сложевемгь 

АБ п АЕ пайдемь хорду АМ дфйствительнахо составыого перемв 

шея точкя, имфющей четыре указанньгуь двтженя 
Такъ кавъ 

ВК Ви == хордё С 
ЕЕ | и = хорд АВ 

ТАЕ | н == хордВ АХ, 

ь направлетя вевхъ сторонт многоугольника, указанныя 

5 

38 

етрёлками, одиваковы за исключенемь стороны 4421 предетавляю 

зей собою хорду составного перемфщеня, то поел®дняя будеть за 

мыкающей сторовой въ многоугольнияЪ. Мы приходимъ такигь 
образомъ въ правилу, называемому мнотоугольникомъ перемЪ- 
щен1й; раземотрённый же выше паралелограмъ перем щен есть 
ластный случай ето. 

Вее изложенное относительно сложеня движений показываеть, что 
если заданы два составляющихь движетя точки, то мы имфемъ вов 
данныя для опредфлешя положешя точки въ просуранств® въ любое 
мтновеве; тажимъ образомь мы нифемъ второй способъ опредз 

лен]я двищентя точки посредотвомъ задая двухъ или нзоколь 
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кихъ соотвётетвующихь движений ея. Накъ мы увидим маке ($41), 
подобный приемъ задай движенит мо сравнению съ задашемъ двияе- 
ая поередствомь действительной траоктори м закона разотояй для 

нея вносить нногда значительныя упрощевя зь рёшен1е задачи, 

$ 40. Примфиене правиль сложеня векторов» къ сложеню движени, 
Излощенное выше опредлен!е теометрической суммы ($ 17—18) 

находить ссб% непосредетвенное примбнене пры сложети движешй 

пли, точнфе, при сложеши хордъ перем щен1й, танъ какь каждея 
изъ хордъ пренставляеть собою векторь; а потому выведенныя пра- 
вила наралелограма и многоугольника движенш, показываюнця, что 
хорда составвого перемфщевя есть Щагональ паралелограма или, 
въ боле общемь случа, замыкающая сторона многоугольника, по- 
строеннато ла хорцахъ составляющихь поремьщенй, мотуть быть 
прочятавы такъ: хорда составного перемвщен1я равна геоме- 
трической етмм$ хордь соетавляющихь перемфщевн!й, со 

отв тетвующихь одному и тому же промежутку времени. 
Доказавъ прииёвимость правнль геометрическаго сложеня къ сло 

кеншю хордъ перемёщенш, мы можемт примфнить къ посибднимъ 
ве тв соотношевя, которыл были указаны выше въ главЪ о геоме- 
траческомь сложеши, замфлиръ лишь сл0во: «вокторь» словомъ: 
«хорда перемфщеня» *). Напомннмъ гларнфйния изъ этихь соо%но- 

тен въ примбненн къ сложенно перемвшен!й. 

Если обозначимъ хорду составного перемфщени черезт А а хорды 
составляющихь — А, &. ., То ПОолучизРЬ: 

КЕННИ -- 

Проебщя хорды К составного перембщевя на какую-либо ось ! 

равняется сумм$ проекщй хордь составляющихь перембщенй ^,, 

1, №... 

К с08 (К 0 = 1, 00 (1, 1) №, в 1) НЪ в 0 | 

=У, 2; в08 # 1) 

тдф п— число составляющих перемьщенй 

*) Но для избъканйя педоразумёшй саёдуеть опять наномвить, что ранфе пря- 
ифнешя править или опредёленй геометрическаго сложешя и сложенйо хорд двн- 
зон пообходнмо доказать, что’ составная хорда будоть дтональю ларале: 
т. в. геометрической суммой составляющихь хордь. Доказательство это (для к: 
отдёльнаго вида венторовь какъ напр. хордь неренфшенй) иообходимо потому, что 

термииь «тоометрическая сумма» яваяется не болфе, какъь простымъ опредёлешенъ, 
‹окражающрюмъ и обобщаюниюиь выражеше опредфленной мысли въ прихфаени къ 

различнымь частным случаляъ. 
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Вь частномь случаЪ, если 

У ®, 03 (#;, 1) 
т 

иен К не пертевникулярно въ 2 (нначе со (№, В} = 0) то 

К=0, 

т.е, точка въ конив разсматриваемаго промежутка времени занимала 
чо же самое положеше, что м вь начал его. 

Для разложен!н движенгй сохраняют сплу веЪ правила, вы- 

веденныя длл разложеня векторовъ; хорда каждаго перемфщеня м0- 

жеть быть разложена теометрически на рядъ хордъ составляющихь 
перемЬщейй; разложене будетъ опрелбленнымъ, если будуть даны 

направлеши или величины хордъ составляющихь перемен. Изъ 
разнообразныхь случаевъ, котда даются направления составляющих 
перембщежй наиболВе заслуживаеть внимануя тоть, котла направле 

я эти въ количеств» трехъ образують между собою прямые углы 
случай этоть раземотримь болёе подробно. 

$ 41. Сложеще трехъ прямолинейныхь движении, направлевя кото 
рыхь взанинопериендивулярны. 

В этомъ слупаЪ, какъ мы вядфяи выше (5 21} получается или 

35 

болЪе простая аналитическая злвисимость между состаьнымь и со 
ставляющими перембщенями 

Пусть имфемъ давными: 1} траектори составляющихь движенй 
0», Оу п 02 (фиг. 39) переефкаюцуяся въ одной точкБ 0; 2) зави 

симости разотояй оть временн для нихъ, выражаюнияся въ общемь 
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видЪ так 
&: = А (# &() 19) 

НаиболЪе естественнымь въ разсматриваемомт случав предета 

вляется взять начало разотонй для каждой изь траекторий въ точкь 

перссфчетя ихь между 06010; а тогда разотоявя, проходнмыя точ- 

кой по каждой изъ траектом будуть совпадать по величины съ со- 

отвфтетвующими координатами точки, поэтому вмфото обозвачен\ 

. мы прямо можемь ноетавить величины координатъ, при- 
чемь получныь: 
„5 

А, =) =) 

Положительныя разстоящи будемь отечитывать по направленямт 
идущим оть вачала координатъ. 

Положене движущейся точки въ началЪ временъ опредфлится 

соотвтетвенно величинами назальныхт разстояв и: +, \ и 2, но- 
торыя найдемь, положивъ въ выращешяхь для хуи: время { 
равнымь лулю. 

Вь течене даннаго промежуткя времени { точка по каждой изъ 
траектор! 8 пройдеть равотояше, величину котораго мы найдем изъ 

приведенныхь трехъ уравнев!; пусть веремвщеня по каждой оси 

выразятен соотвественно; 
т— щ == 46 
1-—% = В 
2—д = БВ. 

Мы товоримъ «перемщешя», потому ро при пряимолпнейныхь 
движеняхъ хорды перемщенй совпадають съ самыми перемь- 
щен!ями. Отсюда находимъ хорду 1 ==й составного перемфщени 

съ траектомями 

Мы видёли, что величины разотоян точки 2, у, 2 предотавляють 
выБстВ съ тёмъ координаты движущейся точки относительно трехъ 
прямоугольных осей координать. Таково двоякое значене зеличинъ 
ж, уи =. На этомъ основан епособъ опредфлевя движешя посред 
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сгвомъ трехъ прямолинойныхь движен называють сповобомь оире- 
джлейя или задая помощью координаттъ точки. Еели будуть 

даны три оси *) и координаты точки какъ фукц!и времени: 

= (0; /=ь( =6() 

то движеню будеть виолнЪ опредфлево, такъ какъ для любого мгно 
зешя мы можемь указать положен!е хочки въ пространств 

Мел движене совершается въ плоскости то достаточно двухъ 
осей н двухъ координать точки. 

Нечего говорить о тозгь, что разложене деищеня по тремъ осямъ 
хоординать есть разложене вполнЪ опредбленное, 

Достоиветво только что раземотрбннаго способа опредфленя двн 

зкемя посредствомь трехъ прямолинейныхь движений заключается 

зъ его простотВ; дЪйствительно, не смотря на то, что выфето одной 
траектории и одного закова разетоявйй мы имемт ихъ соотвфтетвен- 

по по три, за то ве траектомн прямыя. хорды перем зшезй рав- 

няютея самымь персмищенямь и аналитическая зависимость между 
составляющими изремвшеннии и хорцой составното (дйствительнаго) 

является весьма простой. Поэтому въ дальнёйшемъ изложении этимь 
Мемомьъ мы будемъ постоянно пользоваться 

Наконец, выражения (19) лозволяютъ найти уравнене траектория; 
въ самомь дёлЪ, въ инхъ входять четыре перемфнныхь величины“ 
$ % \ 2. Исключая, напр. { изъ порвато и послФдняго уравненя и 

выражая 2 въ зависимости оть › получаемъ: 

&=з 4) . (20) 
очно тчиже изь (2) и (3) уравней 

у=$ (2). (21) 
Въ этихъ двухъ уравнешяхь перемфнныхь величинъ три: зада- 

ваясь одной изъ нихъ, напр. 2, по произволу, мы найдемь соотвт- 
ствуюния зваченя для х и у, слЪдовательно опредвлимъ веф три 

координаты движущейся точки, т. е. будемъ знать ея положене. 
Слёдуеть обратить вниман!е на то 916 всВ три координаты, опре 

дфллемыя уравненями (20} и (21) будуть соотвЪтотвовать одному 

и тому же мгновенно, такъ кажъ если одна изъ координать, напр. 2 
отьфчаеть нЪкоторому’ мгновению #, которое мы можемъ считать най 

деннымь изъ зависимости 
=А(, (23) 

то нйдемь ли мы прое координаты изъ выраженай (20) и ( 3) иля, 

*) Предетавляюжщы въ тинематическомь смыезт траскторш трехь составляю 
щяхъ движений. . 
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воспользовавшаеь уравневемт (22) п вычиеливь &, опредфлимь ну 

посредствомь уравнен!й (19), результать будеть одинъ и тоть же, 

т. е. ве уравнешя будуть удовлетворяться при одномъ н тот же {. 

Если па фпь. 33 соедииимъ точки «(и В, отнфчаонця положешимь точен 
тъ пачаль и зовць даннаго промежутнь времени, с® пачаломт коордпииечь 
прямыми, пазызаемымп рад1усами-покторами, то завимтлмеь, ито хорда потпн- 
наго перехфищенй предстазляеть собою геометрическую рланость редгусовт- 
пекторовъ т е- 

во 

.п, вокъ вазывають обыкиовенио, ириращен:е радуса-вектора, подразу- 
мёзал подъ этимь геометрическое приращеш 0 его, тель какь рёчь пдеть о 
векторь, т. е. о велпяивЬ геометрической. 

8 49. Задачи. 
1. Точка иметь два движеюя по траектомямъ АБ и АС, обра- 

зующимь между еобою уголь въ 135° (фиг 40) Зависимость разстоя- 

Е оть времени: 
для (В = 

» 16 

Начала разстоян!й для обфнхъ траекторй находятся въ точкВ А По 

строить по точказгь траекторию составного движешя точии. 

(5) 

$) 

о м1 

2. а) Найги траекторно составного движения точки, еели траекто- 
и составляющихь движен!: Ох и Оу (фиг. 41), а уравненя раз- 
етоян!й- * 

= 

6) Вычиелить хорду дЪйствительнахо перемщеня точки въ те 

чене {ой секунды и 

в). въ течене 3-й секунды. 

3. Соетавное движен!е совершается по прямой ОВ (фиг. 42} при- 
чем 5 #— 1. Найти уравненя разстоян для составляющихь 

движенй по траекторямь (осямъ) Оси Оу. 

4. Точка имфеть два движешя но траектолямт Осн Оу (фиг 41) 
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причемт для Ох имфемъ 
ш=а-Ь 

Модно ли подоорать какое-либо уравнеюе разстояньй для траентор и 

Оу, чобы точка, имЪя два эти движены, оставалась въ око$? 

5 Какой видь будетъ имЪть траекторйя составного движеюя если 

ири перпендикулярности составляющихь перемьщевй имехь 

у=УР 5 |7 2) 
| 

6. Двищене задано помощью двухь составляющичхь двиъенш по 
прямоугольнымъ траекторямъ Ох 
и Оу, для которыхъ имвемъ: в 

#1, у=? 

Произвести графически неключене 

ф изъ этихь выражен. Что будетъ 

тродотявлять полученная кривая? 

Рьшен!я задать, 

1. Построене производится по 

точкамъ, причезь абециеа и орди- 
ната каждой отвЪчаеть одному и тому ае { 

9. а} Лвиженю прямолинейное. 
6) Некомия хорда АУ — у О -Е (а ЖЕ. 
в} Выбето { подетавляемъ въ предыхущее выражене $ 

9—1 

уз 
4 Невозможно. См. $ 21 (посл. строки) 

а Траектори находимь или построетемть но точъамт (см, задачу 1 

или исключешемь & изъ давкыхь уравненй, причемъ получихмъ: 

3. ужа 9008 457 из 

ф=2-2 

уже °): 

И то и друтое суть уравнеюя параболит 

о == 5 | 

ии _ 



ГЛАВА Ш 

Скорость 

$ 48. 0 быстротВ или скорости движеюмя Скорость равномёрнаго 
движения. 

Завпенмость межцу разетояьемь и времепемъ позволяеть опре 
дЪлиаь величину разетоявя, пройденнаго точкой въ извфетный про- 

межутокъ времени; она доетавляеть нзкоторую возможность кром® 
того судить о томъ, съ какой быстротой промеходило движеше, для 
чето слВдусть только взять отношее разехояны, пройденнаго въ 

извфетный промежутокъ времени, къ этому промежутку; такъ напр., 
если движущаяся точка прошла въ одномъ случа въ 2 сек. 10 метр., 

а въ другомь въ то же время 80 метр, то мы скажемь, что въ ю- 

слВднехь случа она двигалась въ общемъ вдвое быстрВе, нежели 

въ первомь. Еели движене хочки совершается согласно уравненно 

5=98—! 

то въ первую севуяду точка пройдеть 1 м., во вторую — о м.; мы 
мощемь сказать, что въ среднемъ точка во вторую секунду двига- 
лась въ пять разь быетрЪе, пежели въ первую. 

Но мы все таки еще не знаемъ ничего о томь какь происхо- 
Дило движене въ течен каждой изъ этихъ двухъ секундь: точка 
могла двигаться равномрно, ускорять свое движенще, замедлять п 
т. д. другими словами, быстрота движеея точки или, кажъ товорятъ, 
скорость движевя точки могла оставаться постоянной или измня- 

лась тёль или другимъ образомъ. Мы теперь и разомотримъ, накимъ 

образомъ имя зависимость между разстоящемь и временемъ, можно 
судить о быотротВ движеня точки или о величин ея скорости въ 
зюбое мгновен!е въ течен!е ея движеня; при этомь начнемъ раземо- 

трЕне съ простзйшей зависимости между разстоящемь и временемъ 

Такова зависимость, когда { входить въ выражев!е для з==/(#} въ 

первой степени. 

СлЬдовательно, въ общемь случав будемъ имь 

$=а-- м. 

Вань было найдено выше {ураввеше (18) 5 33} при этом разотоя 
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ня прохоцимыя точкой т|опорональнгт временамъ т е 

бены— 5 
А} 

Въ числитель эдфеь етонть разетояние, пройденное точкою въ про 
межутокъ премели А. Это разстояве можемь обознамить подобно 

обозначению промежутка времони, т. в. положить 

5+4 — 8 — 8 
„ тада будехь иметь 

А5 

Е 
=} 

Юелн бы имфли зависимость 

= - 8 

Найдоенныя величины 6 и 8, показываюцщия съ какой быстротой. 

изывняотся разстояея, проходимыя точкой по траектори, въ зави 

симости отъ времени, и мотуть служить въ кашдомь случа мфрой 
«корости равномфрнахо движеня. Такъ напр., во ввятомъ численномъ 
примВрВ разетонял, проходимыя точкой, ростуть втрое быютр®е, ие 

жели время; олфдовательно, въ каждую единицу времени точка про 
ходить три единицы длины; это количество —разетояще, проходимое 
точкой въ единицу времени—и можеть служить изрой скорости 

равномбрнаго движков я. Для обозначевя скорости обыкновенно при 
ниуають букву з *) 

Изъ приведенныхь примвровъ слёпуеть, ато скорость равномёр 

нато движеня по величин® выражастея коефищентомъ при & 

$ 44. Единиха для языфреня скорости, Символическое обозвачене ая, 

Мы вицимъ, что для получетя величины скорости праходитея 

дфлить разехояв!е, пройденное въ данный промежутокь времени, на 

этоть послфдн ; но разетояве выражается единицами длины, а 

время —единицами времени, приходится такимъ образомъ нфкоторое 

число единиць длины Влить на извВстное число единицъ времени; 

чиела могуть быть, еели потребуется, сокращены нанменовавя же 

единидъ остаются безъ перемёны. Вел дет е этохо скорость будеть 

выражельея сложвыми единицами, зависящими отъ единиць разстоя 
вя‘и времени; если первое изы®ряется метрами а второе — бокун 

дами, то скорость будеть выражаться метрами дфленными на се 

*) Сгорость по далыни уеюсНаз 
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купды пли, короче, метрами въ секунду. Еслн же говорятъ, что ско 
фоеть такого то движен!я равна напр. 3 метр., то дёлаетея это для 
сокращеня рфчн и при этомь всегца, подразумфнаетея «въ такую то 
единицу времени» 

Единнцей же екороети при измфрези разстоявай метрами, а вре 

мени — секундами, будеть метръ въ секунду, г. е. единица ско 
рости есть скорость такого равномбрнаго движеныя, въ которомъ 
точка проходить въ одну секунду одннъ метръ. 

Въ абсолютной снегом® изръ, о которой подроонБе скажемъ ниже 

($ 136), за единицу длины берется сантиметръ, за единицу времени— 

секунда; слВд., единица скорости будеть саитиметръ въ секунд). 

Для обозначеня тзхъ единищь, кохорымн измВриются тв или 
друмя именованныя количества и для указавя того, какъ едожныл 
или производныя единицы зависнть оть единищь основныхь, 
поступаютъ такимъ образом: приннмають для обовначеня основныхьъ 
еланицъ опредвлевныя знаки или буквы; такъ для обозначеня еди 

ницы длины беруть знакъ Г, а для единицы зремени знакь Т. Тогда 
дтя единицы скоростн, измуБряемой единнисо длины дфленной н\ 

единицу времени, получимь обозначен! пли символъ: 

(23) 

Относительно важности усвоев единиць, когорыми изм Еряются 

скорость и друмя механическя величины, зазгетимъ, что производить 
пзмфрене скорости единицами длины будетъ напр подобно измре 
нию разстоянй единицами вЪеа. 

$ 45. Положительная и отрицательная величина скорости 
Скорость будеть половительной или ‘отрицательной въ зависти 

мости оть того, будеть лн направлен!е движев!н точен совпадать съ 
направлещемъ положительныхь разстоянЙ или будеть имъ обратно. 
Въ первомъ случав разстояне Аз, пройденное въ кфкоторый проме- 

жутокь времени 2 будеть больше нуля, а такъ какъ А+ всегда 

больше нуля, то и ыы ‚> 0; елБдовательно, скорость будеть величиной 

положительной. Вели же Аз будеть меньше нуля, то скорость пол 
чить отрицательное значене. И обратно, по знаку скорости мы м0- 

ешь судить о томъ, вь какую сторону изыбияются разотоян!я, про- 
ходимыя точкой. Если намъ дано напр., что ?<0, то и 5, -—#<0 

т. е точка движется обратно направлению положительныхьъ разетоя- 
ый. При этомъ она будеть приближаться къ началу разстоян!и, сели 

была удалена въ сторону положительныхь разетоянй оть начала 
разетоян и удаляться оть него, если находилась по друтую ото 
рону началу 
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$ 46. Опредъаеще скорости равномфриаго движеня графически. 
Если зависимость разстоятя 

«Фиг. 48), то мы найдемь ве- 

личиву скорости такъ; въ 
точкахь АГ и М, разстояв!е 

между которыми равно еди- 
внцф  времовъ,  возставимъ 
лерпендикуляры до пересф- 
чены съ ливей разотоянй 

В; тотда разность 

№, — Аб =1ь 

изывренная въ одиницахь раз 
стоя, дасть численное 

оть времени задана графически 

знамене скороети, дЪйстви 

тельно 

Мн — Ма = Ш а-я 

1 едвн. временъ ба {24} 

Можемъ отложить вмфезо единицы оть № величин; А! тогда оче 
зидяо 

ъ тр 

том 

Если ще ливя разстояюй 
АВ будеть нить положене, 

представленное на фиг. 44. то 
скорость будетъ отрипазельной 
такъ калкъ числитель вырлжеютя 

8-м 8 
& 

будеть меньше нуля. Въ этомъ 
влучаЗ точка движехси обрат- 
но направлению положительныхь 
разстояый, приближаясь въ раз 

сматриваемомь случа къ на- 
чалу разстояшй. Ухоль а будеть тупымь, а 

отрипательнымь *). При опредфлен!и скорости графически стёдуетъ 

Зы: — $ _ ь 
19а 

2 

слфдовательно &у его 

*) Если бы линш АВ, сохравня то же направлене, лежала ниже оси абоциеь 
20 точна также инфаа бы отрацатезьаую скорость, двигаясь обратно направленно 
„положительныхь разетояни, но при этомь она удалялась бы оть начала разстоянй 
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обратять особенное ввимаме на то, что величина скорости вырл- 
кается не тритонометрическлмь, а численнымь тантенсомь угла я. 
Дьйотвительно, въ формул (24) числятель нзыБрястся единицами 

длины, знамелатель единицами зремени; но масштабы для тВхъ п 
другихъ, очевидно, не зависять другт отф друг 

$ 47. 0 направленш скоростя 

Скорость разсматривается какъ геометрическая величина, а потому 
слбдусть опредвлыть гром? численпаго ея злаченя еще ея напра- 
влене. 

пепмость разетоякил оть премени можеть дать намъ, очевидно, 

только величину скорости, но она ие можетъ доставить никаких 

данныхь дяя суждешя о направле- 

А ни. Здбеь нужио обратиться, оче- 

т видно, къ траекторря. Ясли носл®д- 
няя примоливейна, то направлеве 

скорости и будетъ съ нею совпадать. 
им Въ‘елучаЪ же криволинейной траек- 

А торм паправлен{е скоростя будеть 

42 совпадать съ направлешемъ каватель- 
ной къ траектории въ эочкВ ся, соот- 

ввтетвующьй данному мтновенно; иры этомъ касательная должна 
быть направлена въ еторону лвижешя (фиг. 45). 

Таким образом для полнаго опредёлень скорости, каюь геоме- 
трической величины, равно необходимы зависимость разетоняя отъ 

времени и траекторя. Первая даетъ величину скорости и знакт, ея, 

вторая ж‹ — положен вектора, опредфляютщуао скорость, въ иро- 
странств® 

Приводимъ таблицу приблизительныхь значений среднахь скоро 
стей въ м./сек 

Иъшеходъь . 15 

Лошадь иагомгь 1 
»  рыеью 
»  талопомъ 

Скаковая лошадь 

Пофвдъ товарный 
> пнасажирскяй 

» курьерсый 

Нароходъ . 

Рёка. .. 
Горный пото] 

Вфтеръ обыкновенный 
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Вьтеръ сильный 15 

Буря. ., 15—80 
Ураганъ 40—60 

Ружейная пуля 480 

Звукъ . .. 340 

Земля при дважеи вокоугь солнца 30.750 

Свъть .. 300.000.000 
Круглая пила на окружности 12 

Поршень паровой машины 9—3 

$ 28 Задачи 
1. Зависимость разстояй отъ времени дана чертежемъ (фиг. 46) 

Представить его аналитически, если %= —2 Майти скорость двя 
женя. 

2. На какомъ разстояни находится грозовая туча, если между 
молЕ!ей и тромомь прошло 

8 сек.? Скорость звука равна 

въ сек. 830 м. 

3. Въ какое время дости 
гаеть солнечный лучъ земли 
если разстояе между солн 
цемъиземлей равно 20.000.000 

мпль, а скорость свЪха 40000 

миль въ сек? 
4. Два тЪла, находяпряея 

на разотояни 2.000 метровъ 

движутся на ветрфчу другь 

Другу; одно со скоростью 5 
другое со скоростью 3 метров 

а) Сколько лройдеть вре ыы 

мени, считая отъ начала движетя, до момента вотрёчи? 
6) Какое равстоявйе до точки вотрёчи пройдетъ первое тло? 

э. Скорость у задана уравневемъ: е==а-Н, гдБ а и Ф постояЕ 
ныя Будуть ли онф числами отвлеченнымхи и если итъ 10 ВЪ ва 
кихъ единипахь выражаются зъ зависимости отъ основныхъ единиць 
длины и времени? 

В. Достаточно ли имфть уравыене разстоянй какого либо движе 

1: чтобы вполнё опредёлить скорость? 

7. Шнеходъ проходить въ часъ а вер. Черезь { часовъ посл 

его отправлен я со станцуи, лежащей на р вероть иозади начала дви 
ея тЬтехода, вышель пофздь, двлающ въ часъ въ среднемъ 
в вер.; чрезъ схолько времени пофздь догонить ибшехода? ИзелВ до 

вать полученное рёшеше. Числ. данн.: а==5, #=4, р==40, с=95. 

©. Быдияь.—Оовозы мехаликл 5 
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Ращеня задачъ 

1.393009 -=0,5771—9 в =0517 
2. 9640 м. . 

3. 

+ 

. 3 мии. 90 сек, 
. а) & мин. 20 сок., 6) 1.200 и 

5. Ураввеню е==а-+  должЕо оыть однороднымь, а потому а 

измфряется единыцами скоростей ШТ арт (ускоренте, 6 69). 

6. Имёя уравнон1е разетоян!Я, можно найти только величину 

скорости; направлен! же ея опредёляется касательной къ траекто- 
Би (847). 

ра 

—а. 

$ 49. Поеромфиное движене. Средняя скорость. 
Юли мы, имя кахое-либо уравнен!е разстолюй == {(/ вообще 

товоря, выше первой стопени, капр. 

#97 —2 

вычнелимъ разстояве, пройденное дви} щейся точьой во вторую со- 
кунду, равное въ данномъ сиучаф 5, и раздёлимт его на этоть промежу- 

токъ времени, то получикь 5 метр. въ секунду или, обозначая спмволи- 
чески 5 м./сек. По измВренно этой величины зидно, что это будеть 

ибкоторая скорость. Спрашивается, какому движенио принадлежить 
зта скорость? Тавъ какъ мы поступали въ развсматриваемомь случаф, 
руководотвуясь правилами, выведенными выше для равномряаго дви- 
жезйя, то мы можемъ сказать, что это есть скорость равномвриаго дви- 
жешя, имфющаго еъ нашимъ перегннымъ движенюмъ то общее свой- 
ство, что разетоявя, проходимыя въ нихъ въ одипъ и тотъ же проме 
жутокь времени, равны между собою. Такую скорость называютъ сред- 

ней скоростью; въ данкомъ случа средняя скорость разсматривае- 
маго нами перемённаго движеня во вторую секунду равна 5 м./сек 

Итакъ, средней скоростью какого-либо перем ннаго дви 
жен!я называетея отношен!е разстоян!я, пройденнаго точ 

пою въ данный промежутокъ времени, къ послёднему, 
Въ общежитт часто приходится имфть дЪло со средней скоростью; 

такъ напр. говоря о скорости движешя пофзда или парохода между 
двумя остановками, причемь скорость эта находится кажь частное 
оть дВлевя разстояея на соотвЬтетвуюнй ему промежуток вре 

мени пывють въ виду именно среднюю скорость движеня тВла. 

$ 50 Скорость въ данное мгновене, 
Имвя даннымъь уравнене равстояйя перемннаго движевая з=/(0), 

опредвлимъ разстоян1е, пройдениое точкой въ течене нкотораго 

промежутка времени (& —) слёдующаго за концомъ $ секундъ 
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Пусть это разотояюе выр“зится участкомь „16 трлектори точки 
{фиг. АТ). 

Раздълимь промежутожъ времени (( —0 на в раввыхъ частей, 

при чемь ам, Разстолыя А, 6 %6..., проходимыя движу- 

шейся точкой въ каждый изъ такихъ промежутковь времени, бу 

дуть, вообще говоря, неравны между собою. Представимь тенерь дру- 

тую точку, движущутюся по той ке траектоши такъ. что она нахо- 

дитя въ положеняхь А, а, 5, с... В одновременно съ разсмазривае 

мой нами точкой, а разетоящия между этимн точками проходить равно 

мЕрко. Такъ какъ участки Ла, ар, 2с... между собою не равны, то 

и скорости равномёрныхь дзижен второй точки, выражающяся 

освошенями =, га йа ...з будуть также различаться одва отъ дру 

той. Отношевя эти будуть выражать въ то же самое время и сред 

я скороети движущейся точви пл про- 
хяжеши каждахо изь элементов тра- в 
екторт. «8 2 [2 

06 двимунияся точкя  оовиадая 4; 
между собою по положенню при прохо- г 
ден гранищь элемевтовь, въ проме 
зкухочныя мгновен я будуть занимать различныя мета на траектории. 
Цо мы можемь число пупктовъ совподешя точенъ увеличить ло жела- 
нио; для этого стоить лишь увеличить число элементовъ 4; иначе 
товоря, воображаемое равномёрное движене можеть выразить хараЕ- 

теръ перемфннато движевня — какъ въ отношенй положенй движку 

щейся точки на траектори, такъ и въ отношенш скоростей ея двнже 
н1я—-съ желасмой степенью точности. Но однако какимъ бы больтиеь 

мы ни брали число », всегда каждый олементь 4: будеть ныБть н8 

которую величину, и на протяжени соотвтезвующаго участка траек 
тори об движуняся точки могуть не совпадать. Полнаго совпаденя 
между оболыи движенями мм доетитнемъ тогда, когда отъ безконечно 
залыхь промежутковъ времени, перейдемъ къ предёлу ихъ, т.е по 
ложизь вс элементы А! равными нулю. Въ такомъ случа® облщщноеть 

между дриженями распространится и на скорости: скорости равно 
мфрвыхъ движен: будуть выражать по своей величинВ и скорости 

перемфннаго движеня въ любое мгновене; каждую изъ послднихь 
можно при этодгь опредёлить какъ скорость равномфрнаго движешя 
которую точка имфла бы, если бы скорость точки въ неремённомь 

движенш начиная ст этого мтновен1я перестала измЪнатьея. 

По иёрб уменьшеныя промежутка А: вычиеляемую для него 

зреднюю скорость (перемёнвую величину) мы можемь приблизить 

къ скорости въ данное мсковен!е (постоянной величин независимой 

В 5* 
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оть величинъ промежутковъ времени, для которыхь вычисляются 
средёя скорости) такъ близко, какъ того пожелаемь, т. е, разннцу 
между ними можезгь сдфлать произвольно малой или безконечнома- 
лой. А потому скоровть въ канное меновеше опредфлится какь пре- 
дВль средней скорости въ промежутокь времени, начало котораго 
совпадаеть съ даннымь меновенемъ. 

Освовываясь на пзложенномь, для нахождешя скорости перемфи 
наго движевя въ какое-либо мгновен!е, опредфляемое концомь +9й 

секунды, слдуеть поступить такъ: взять олементь времени Аф сл*- 
дующуий за ннмъ, вычислить среднюю скорость движеня точкн въ 
продолжении его, т. е. 

-ы— „= к 

п затЪыЪ взять предёлъ этой скорости, положивъ 4 равнымъ нулю. 

Мы п получимь въ результатВ искомую скорость зъ данное мтнове- 
ве 1 именно 

Эн 
р @ тв | А |. 

м0 

Кь тому эте выводу придемь п путем» такого разсужден!я: поставныь себь 
задачей найги скорость въ конць премевп #, подь которой будемт разумёть 
скорость равномфрнаго движеш, ноторую точка имфла, бы, если бы, пазиная 
со взятаго меновеши, скорость точин перестало ивмнитьси, Нойдемь среднюю 
снорость въ проможутонь времени А, слблующИ! за мгновешемь #. Про дёй- 
стартельное дважеше мы можемь сназать, что скорость ого, намёняясь, въ 
какое то мгновеше въ течеве пторой секунды была рапыа пайденной лели- 
зияь средней скорости, такъ нахь даиженю точки нерзиномфрное, и ееди ско- 
рость быль нвнр., болыше найденной веляятпы, то они должиа была быть въ 
этоть же промежутокь времени и меныле ея; тольно при этомь условёт воз- 
можно равенство раветоян!Е иъ разсматризаемомъ перемБиномъ п розпомфр- 
помь двшженяхь. Переходя же изъ одного значения въ другое, сворость ко 
обходныо должна была пройти черезъ найденную величину. 

Будемъ тепер» постепенко уменьшать промежутки времени, для кото- 
фыхь мы вызшеляемь оредиюю скорость, отсчитывая ихЪ вов оть конца пар- 
вой секунды. Еолы мы подобвымь же образомъ вычноляьь сродаюю скорость 
въ течене первой половины второй секупды, то оплть можемь сказать, что 
эту скорость точпа ныфла зъ нноторое мгновен{е, заключающееся между кон- 
цомъ первой и серединой второй секунды. Вообще, найдя 

И ы 
„= д 

мы можемъ утаерждать, то диижущаяся точка ныфеть дАНотвительно эту ско- 
рость по крайней мёрЪ въ одно мтковене во время иремежутьа вромеви ДЁ, 
слёдующаго аа концомтъ #-0й секунды оть начало времени, Насколько это мгно- 
зен!е по зременя можеть отстоять оть данпаго мгиовеши, зависнть отъ вели- 
чивы промежутка времени №4. Чфыъ меньшо будеть послфдий, тьмь ближе 
въ даппому мгновеншо будеть то итновеше эЪ ноторое двяжущаяся точка 
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будеть обидеть вычысленной скоростью. Послждняя будеть точно выражель 

пекомую скорость эъ данное мгновен1в, ебли мы пелитину взлтого промелхутка 
зремени А} положить равной нулю, т. е. лозьмем» предфльное значе! его. 

Во вовмъ только что изложенномъ относительно скорости въ дан 
ное мтновене мы имфли въ виду промежутокь времеки, имвющ 

въ игновеши, для котораго мы ищемь величину скорости. свое на 
чало. Ничто не мешаеть назеь валять промежутовт времени, имощЕй 
въ данвомъ мгновени свой понещь, и уменыхая этот промежутокъ 
при опренленя скорости, оставлять конецпь его всегда въ данномъ 

мгновени. Тогда въ предёлЪ мы придемъ въ тому же мгновеню и 

какъ это необходимо слёдуеть изъ всего сказаннаго должны полу 
чить для скорости то же значеше. 

Итакь, скоростью точки въ данное игновен!е называется 
предзлъ средней скорости ея вычисленный для промежутка 
времени, имвюжаго въ дакномь мгновен!и свое начало (или 

свой конецъ). 

СлЪдовательно 

= р [ Зеьм — 9 ): пр (* ем. (95) 
и—0 &—0 

ЗдБеь знакъ # при буквВ о показываеть то мгновенше, для кото 

раго скорость вычисляется (конепъ {ой секунды) Обыкновенно поль 

зуютея первымь изъ этихь выражен, 
Возврашаясь къ частному примвру: 5=2й-—& покажемь на немъ 

приибнеше послфинято выраженя для опредфлетя скорости въ дан 

ное мгновене. Найдемь скорость въ концф {-0й секунды или, что 

то же, начале (#4-1)-ой. Возьмемъ сначала нёкоторый промежутовъ АЁ 

слфдующ за концомъ 20й секунды и вычислимь для него среднюю 

скорость движеня т е 

и а 
®^ А 

ФБуцень имёть поелфдовательно 

Зенд = 9 (@-н 40° — &- 59) 

Рф 

Зыны-— 8 (6 41 — (1-49 — 8—9 
Е 2 + (40°) — 1 — м— ай + 
= 48 — АА 2 (Аб — (4—1 М2 (Аб 

(4 — ПА 2 (41 

ет А; 
44 — 1 84 

Чтобы найти ®,, нужно перейти къ предфлу а именно 

9, == пр (2,„) = пр (4—1 254) = пр (40) — пр (1) + ар @) 
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Беря иредфлъ перваго члена —4& слБдуетъ обратить внимане на 

то, что время ь являющееся въ общемь случай — при разсмотри 

движеня точки--величиной перемфивой (лезазисимой), здЪеь должно 

быль разсматриваемо какь величина постоянная, такъ кАкъ при на- 
хождеви предёла средней скорости ну, что то же, схорости въ опре 
двленное мгновен1е, иеремфннымь бущеть злементь времени Аё кото- 

рый мы ин уменьшаемъ по нашему произволу и ваконепь въ пре 
д%л% полагаемъь равнымъ нулю. 

Ввиду этого будемъ пы Ъть: 

пр. (4-4 

ир, (© =1 

р. А) =0 
Овокчательно 

 =#—1 

Значок у г, зпредь будемъ откидывать помня что ь есть ско 
рость въ кониё промежутки ь а потому 

#— у 

Видимь, 910 © и #., отличаются между собою членомь ЗАЬ т, е 
чфуъ меньше промежутовь времени 4ё для котораго вычисленл 
средняя скорость, ть ближе подходить она нъ скорости въ начав 
этого промежутка, Этоть члень и будеть указывать, что средняя ехо- 
рость зависить не только отъ & но также и оть 4+ *), 

р 

Мы пыфомь въ данпомь спучаф породь собою примёрь, позазывающуи 
пользу танъ пазыввемаго „способа предьлопьи. ДЬЙствытельно, кань бы мы 
могтя пиаче зачислить скорость точить давоое меновензс? Огь дёнеша прой- 
дениаго въ это мгяоле:Ие пути на продолжятельность мгловемя ничего бы 
ве вышло, такь накь оба равим нуиь. Мы получали бы '/, т.е. неопредёлен- 
пость. Способъ предьловъ п слулщтъ дла распрыт эзой пеопредблевности. 
Сповобь предьловь зедегь таклмь образомь къ доотаженно цёли окольнымь 
тутемы но разумветсй пепоаможиость достичь цёли прямо составляеть не его 
педостатовъ, иногда ошибочно ему приппсылаемий, Необходимость въ подоб- 
вомь выемф являегол результатомъ свойств нашего уме, неспособнаго ив- 
посрелствонко допучяль понаше объ пнтересующемь насъ вопросз. 

Зыфоть еъ ть умфдщье пользошиься епособомь предёловь пры изузвяш 
воотношешй между мамёнешлых разллчныхь мехаяическихь величии ца- 
етолько разжено, что оспораленьное, органическое усзоете ословной пдей этого 
способа нвияется настоятельло необходимымь дия лиц», нзучвющихь физико- 
маломатичеся ввуки. 

Обобщаея пониме о скороети дьыщень, кавь о быстроть лзмёноши раз 
стоят съ течошемт вромели, мы момемь самый порядоку нахоледелия ел рас- 

=) Э10 п воть тоть элемевть (5 8), который указываеть на приндииальное раз- 
лизе можду скоростью иъ давное игновеше (предфлъ) п средной скоростью (норе- 

ыфнцая, пныющик червую скорость свошиь предфлонь) 
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проогриить пы отысваше подобпаго эзе ооотпошеля мешду коной-либо руяк 
щей и позависимой перозфитой при вепрерывномь пзифиел ихъ, 

Произведемь теперь вычисление ло формул 

$ ЗМ 

тр А+ &—0 

чтобы показать хождественность получаемых результатовъ 

в — м — в [2 (1—4 4—6] = 

= (44-1) 4—8 (А 

= 4—1 — 2АЕ 
® = пр. (@.,) = 41 — 1. 

9 

Впредь, если не будеть оговорено будемъ пользоваться всегда вы 

раженемь 
я вр (и) ‚= ры 

АЕ 41—0 

Для сокращеюя письма часто зналекь А} внизу екобокъ откя 
дывають; тогда получимь 

(а) ар [2 

или полагая по принятому выше 

ЗнАз — 8 = 4$ 

ъ= р (*) {26) 

Сяфдуеть помнить, что предёлъ вычисляется подводя 4+ къ нулю 

На основан!и поел®дняго уравнешя, скорость въ какое-либо мгно 
вен!е можеть быть опредзлена кзкъ предфль отномен!я прира 

щен1я пройденнаго точкою разетолн1я въ течен!е проме 
кутка времени къ этому промежухеу. 

Зъ выражен! (26) числитель будетъ функшей времени дфйстви 

тельно 

получимъ 

Зннм — 5 = 7 - АЙ — Г) 

Оть дфлевя ето на элементь времени А# мы получимъ опять функ 

вино времени; ел8довательно, скорость, канъ это очевидно по самой 
сущности дфла, будеть функщей лишь одной неремфнной незаваси- 
мой — времени. 

Изложимь еще нёкоторыя ‘соображеня, касаютщяся вопрова, объ 

опредфлени скорости въ данное мтновене, имбя въ виду принци 

шальную важность этого вопроса, кавъ съ механической такъ и съ 
махематической точки зуён!я. 
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Посмотримъ, клиъ будехь изывняться величина средней скорости, 
соотв фтетвующей постепенно уменьшающимея промежутнамь вре- 
мени, имфющимь свои начала въ данномъ мтновени, для которого 
мы желаемъ найти дЪйствительную скорость ФВозьмемъ для это1о 

частный призеръ 
$592 

`Поставимь задачей найти скорость въ конц второй секунды Вы- 
утелимь послдовательно средейя скоростн для промежуяковъ вре- 
мени, слёдующихь за концомъ второй секунды и равныхь: одной 
секундВ (третья секунда оть начала времени), ‘/, сек., '/, сек., 

1 бек Чо сев Пользуясь общимь выражешемъ скорости (25) 
будемъ имёть 

ЗЕ-НА — 0 ФАН 9 (А? 
ый А Е 

4 1 ЗА 

Подотавняя указанныя частныя значевя для А: получимь посл 
довательно: 

м ар 

1 веь 4 9+2 1=ю 

1, 8-2.02=9 
01 › 8-3. 0,1 = 8,2 

0,01 » $2 0,01 = 8,02 

5,001 » З- 2. 0,001 = 8,002 

0000001 › 8-2. 0,000001 = 8000002 

Мы видимъ, что скорость по мБрБ уменьышевя промежутка вре 

мени уменьшается, при чемь изъ постеленности уменыленя видно, 
что величина ея подходить къ 8. Это значене мы и можемъ полу 

чить непосредственно, найдя предзлъ средней скорости 

пр 2 =м 

и положивъ въ немъ # равнымь 9. 

Такимъ образомь по мёрф уменьшеня промежутка времеки вы 

числяемая средняя скорость все болфе и болфе приближается по 

величин къ искомой и совпадаеть съ нею тогда, когда величиву 
промежутка мы примемъ равиой нулю. Производя только что при 
веденныя вычислевя для постеленно уменьшающихся промежузковъ 
зремени предшествующих концу второй секунды, придемь къ тёмь 
же самымъ заключешяыь, 

Забфеюя иъеколько вперещь замфеныть, что эбкое тЬно, предоставленное 
самому себ, двяшется по начелу инерцёи разномёрио (и прямолинейно), и есйн 
бы иы шелали найти въ какое-либо меновев!е скорость тЬль, двнмущегоси ие- 
равномёрно, то намь надлежело бы, начиная съ этого моновошя, устранить 
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причины, нарулилошия резномфрвость двязевя; тотдо тьпо, предоставленное 
самому ©96ф, стало бы двигаться равномурно со скоростью, соотвтствующею 
укаввыному мгповенно. Для опредфлевя посябдной назгь осталось бы только 
зашьтить разстоянйю Дэ, лоторов тёио затрмь пробдеть въ какой-либо опредь- 

Аз шонный промешутонь времени 4. Чаотыое ду п двогь иогомую скорость проще 
осего, равумвется, взять для АР одну сокуду 

$51 0 приращеюи и диференталь функщи Скороеть вакъ произ- 
зодная отъ разетолийя по врежени 

Одвлаемь ибонолько замёчанН! математического хирацтера, относящихся 
кь вопросу объ опредьлев:и скорости перемфинаго движетя. 

Вь члолитель, выражающий безконочномалое прирощене рьзотояшя Де, 
вхоцять члепы, содержалще ДЕ въ различныхь елепеняхь въ зависимости отъ 
того, какой степени будеть фупкийя: з == /'(#); полагая ве, зообще говоря я-ом 
стопени дия Аз полутльь выражено: 

Аз = аАЕ-Н В (А? 6 (А... 

ть ас  постовиные ноерпщевть Дёфля зат ъ Ав ла А мы будем 
имЪь: 

8 аьмчне (А) + дЕ= 
Когда о возьмень предьть полоншвь Аё равны 1ь пулю то найдемь 

Фр дура 

Темамь обризомь въ предьль вов члены содержащие А эЪ накой сы то ни 
было степени выше порой, ночезають. Поэтому отыскивах предёль отношеная 

Аз 
А 

мы можемь зъ выралешш дия Аз откинуть всф члены содержьшие ДЕ въ сте 
пеняхь выше первой, т. е. вмБото вырожешя 

Ав = АЕ + В (АВР + с (АВЕ + 
ад = Ав — [6 (АВ с (А+. ] 

Этой величин въ отлич!е оть приращения Аз функц в==/( присва 
выть набвише дифороню{вле функц] п и обовньчеють ее черевь @з те 
иыфото значке А отавать 4. Принимая чакое обозначене, выфого ДЁ нишуть 
тарике 46 вв основанйи того, что приращет!е незовисиыой перемфнной равно 
диференщану ея, такь кавъ оно не содержить А} въ высшихь степеняхь. Ха 
нныь образомь иыфемь 

зять 

#8 =а4 

Сяфдуеть обратить вкимане нз то, что величина Дё пли 4 не зависить оть# 

дЬНотвительно, оставовизшинеь на нфкоторомь мгновент & мы брали затфаь 
совершено произвольную величину ЛЬ, которую залёмъ и подводили къ нулю 

Воли мы вовьмзыв топерь отвошен:е 

то въ нем уже иёть необходимости бреть предьль, тамь нажь воф члены, со 
дершаро ДЕ въ отеденихь выше первой, отнинуты, а потому можемь прямо 
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написать 
&5 я 

1. е. скорость равна. днферонжалу разстолязл (фунвдт), дфленному ла дифе 
ренщаль времени (лезпллепмой переминой). Подобное отлошен!е навывалть 
производной фувицыт по медазиспмой перемфкной, в потому пы пивемь: 
скорость равна производной разотаяч!и (фуннц!я) по времен (пеза- 
зисимая перомфиная). 

Практическая пфль подобной заывны та, что дифоренщаль фупици вы 
ражемотол, а золфдолые этого я опредфляютсл проще, нежели приращезя изъ, 
Действительно, воли мы лапр. ныфемь 

8 = 

то вычнол тя по оощен [ормуль (25), пайдемы: 
9=1—3#. 
д — 37) 4 

Отсюда 

Для пририлешя же функцш получили бы зырожепе звичитечны © сложено: 

А; = (+ — 38) АЕ — 36 (АВ — (В, 
Производпую фулица по позавпельой перемфиной $ ооозвачають тако, 

'Изъ изпоженнего ясно, мто производная накой-инбо фувкцш по незалн- 
симой перемфипой вообще диеть лоляче о быстротЪ памбневыя {увеличения 
или умепьшен!я) фупици: съ пзыфпешемь независлыой перемённой. 

Цосмотримь теперь иакъ выраждется графически диферелийллу, функции 1). 
На фиг. 38 лия МХ представлаехь уравнеще г==7()). Нусть Оа == а == А1- 

4 
зырижлется тантенсомь угла & Тогдь 86 — да == В0 = Ав. Но скорость е== Ч 

образуемаго касательной 4К въ точкВ д съ осыю абециеь (8 51), т. в. 
с, АРА хо бВ 

шаль функцш иредставияеть собою разность мошду ердинятами #3- 
вой-либо точки касательной п точни касан:я, Совокупность же чле- 
новъ вырыкеня Аз, зазлючьющихь въ се6ф 4 выше первой отенени тграфи- 
чески паображветсл огрёзкомь ДВ 

Опредёленю диференщеловь и пронаводныхь различныхь фувьщий соста 
зляеть предметь дифореящельнаго иечисленя. Мы здьсь укажемя, тозько, что 
проязлодяая функци вида 

в токъ вань 40 кимь образомь диферен- 

=" 

ТДЬ и п постояввыя лифеть форму. 
О: == па" 

+= Ви =2.8 8-16. 

= Рф, фи 

$ 58. бпредфдене скорости перембниаго движешя трафичееки 
Если зависимость между равстоящемь и временемъ дана черте 

жемь кривою ММ (фиг. 48), то пользуясь изложенными вьише во 

закь напр 

3) Графическое изображен! прирашеня фульлив мы уже пибли вышо ($ 88) 
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ображейями мы яайдемъ безъ злтр)дненя графически скорость въ 

опредфленное мтновене. 
Средняя скорость въ течен!е промежутка времени Аё елфдующаго 

за концомъ гой секунды (отъ начала временъ) выразится отноше- 
шешемь ва 

40 

или тангенсомъ угла, образуемаго сВкушей 4В съ овью временъ 

Сотлаено сказанному, мы будемъ болфе и болфе приближаться къ ехо- 

а 5 [67] 

48 

рости въ данное мгновене, уменьшая промежутокъ времени АЕ (%- 

кущая 43В при этомъ будеть ближе и ближе подходить къ касатель- 
ной АК ъъ кривой разстоян вЪ ток 4 и наконець, когда мы 
положимь Аё равнымъ нулю, ефкущая сольется еъ касательной. Зна 
чеке скорости въ это мгновеню (по истечеши # секундъ оть начала, 
временъ) мы найдемъ или какъ & улла, образуемаго касательной АК 

съ осью пременъ, или изъ отношеня до, или наконещь она мо 

щеть быть опредфлена величиною, измЗренною въ единицахь раз- 
стой, озрЪзка ЕР оть ординаты абсциса которой равна (#+1) сек.; 

построене ясно изь чертежа. 
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$ 53. Завиенмость между скоростью и зремвдемъ 
Какъ яено изъ самаго опредфлея скорости, она есть фукк 

тая времени, а потому зависимость между скоростью и времонемь 
подобно всякой прутой зависимости между функщей и порем®н- 

ной независимой ($ 4) можно выразить уравнешемь графически и 
таблацей. 

Въ разобранномъ вьише приифрЪ ($ 48) когка было дано 

= — 

мы нашли выражение для скорости 

в = 4—1 

Не продотавляется затруднеюй представить эт функцию трафи- 
чееям въ осяхь временъ 
и скоростей (фиг. 49). 

Ь А Полагая въ немъ #=0 

получниь 

%=-1 

Эту скорость, т в ско 
росяь точки въ на 
ч8л$ времен, назы- 
вають начальной сво 

ростью 
Здфеь бу детъ умВотно 

замфуить, что для дан- 

наго уравнешя разетоя- 
йЙ скорость выражается 

фунющей первой стеле 

ни’ а ранфе разематри 
вая ‘уравневе разстоявй когда # входило также въ перзой сте 
пени въ выращеве для $, мы нашли, что въ такомъ случаВ раз 
слояюя проходимый точкой, пропорщональны соотвфтотвующимь 
промежутказгь времени Въ разсматриваемомь теперь случз% мы, сл$ 
дозательно, имфемъ, что скорость изыбняется пролорщюнально вре 
мени. Такое движен1е вазывають движевемь равнопереманнымъ 

и въ частности равноускореннымт, если схорость движеня съ те 
ченемь временя возрастаоть, какъ напр. во взятомъ случа, и равно 
замедленнымъ, если скорость уменьлгается 

Величина же постояннаго отношезя Ао кь А! носить вазване 

ускореная 

Обобщая только что изложенное можно сказать, что если мы иыфемь фунь. 
цию первой степени, хо прирмщен:я фупнии будуть пропорщенальны прира 

49 
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щешаыь независимой переменой, слЁдовитольно быстроте изынен такой 
фуницых съ зифпешемь нозавлоичой перемфиной будеть постоянной в зна. 
чить п производная функц будетъ величиной нистоявной 

$ 54. Построеве кривой скоростей по кривой разетоязй. 

Пусть зависимость разетонЕ отъ времени дана трафически кри- 
вою АВ (фиг. 50). Поставимь себф задачею построить кривую ко 
торая выражала, бы за- 
висимость между еко 
ростью и временем 
въ этомь движении 

или, короче, кри- 
ву скоростей дан- 
нато движеня Для 

этого нужно будеть 

найти значеня своро- 

стей,  соотвЪтегвую- 

идя различнымь игао- 
вевямь. Премы, по 

мощью которых мо- 
жеть быть найдена 9 
скорость перем ннаго 
движешя въ даниое 
мтновен!е, были ука + 

заны вьише (фиг. 48). 
Можно поступить на- 
прим ръ таль: въ точ- 

ЕЪ А кривой ОВ про- 
вести въ ней каса 

тельную АК, отло- 

жить по лищи АТ, па- 

ралельной оси абс 

цлеъ единицу време- 
ни въ соотвфтствующемь маспигабЪ; изъ конца ея Г возставить лер 
пендикуляръ до пересфчемя съ касательной въ точкф №. Тогда 
отрёзожъ Л.Е, изывренный единицами разотоян:й в дасть чи- 
сленную величину скоростей въ мтновене & Эту величину въ мас- 

пгтабВ, принятомъ для скоростей нужво будеть отложить на пер- 
пендикулярф, зозставленномь изь точки соотвЪтотвующей тому 

ще мгновенйо & что и точка А на кривой раветояюй (фиг. 51). 
Слёдовалельно величину эту придётея въ данномъ елуча® отложить 
по оси скоростей. Если маслитабъ разстояя! и скоростей будеть 
одниъ и тоть же то найденная скорость выразится отрёзкомь ГГ 

20 п 51 
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хакъ это взято въ нашемь примфрЪ. Произведя подобное построе 

з1е для другихь мгновенй, опредьлимь рядъ зналевй для скорости 

движеня п постронжь рядъ точекъ на фиг. 51. Соединизь ихъ не- 
прерывной кривой, мы и наёдемь графически зависимость скорости 
оть времени дин даннато движеня. Для удобства построешя я на- 

тлядности его можно пововфтавать чертежи располатать такъ казь 
это сдВлано ва фит, 50 в 51, м оставлять масвттабъ дяя времеть 

безъ перемны, разумВется, если каюуре-либо особыя уелови ме за- 

ставять отступить оть этого. 
СяЪдуюцие характеркые случая понятны оезъ дальнАияхь объ 

яенен!й (фиг. 52-55) 

А в 

& 
0 

+ < 
5 . 

г ‘ 

Ь 

В о г 

1 
б $ ы 

52 п 53 34 155 

Графическй епособъ опредзлетшя скорости можеть быть весьма 

полезень въ тёхъ случаяхь, когда при сложной зависимости раз- 
стояшя оть времени авалитическое рышев!е вопроса пиримфнешемь 

Аз р 
общей формулы 2 == пр. де было бы затруднительно, таюъ кавъ 

при этомъ требуются часто различныя преобразовавыя въ форму- 

лахъ. Въ такомь случиБ наиболфе простымъ будеть носхроить кри- 

вую $==/({) по точкамь и затВмъ найти соотвЪтотвующую кри- 

вую скоростей. Но такой иремъ р®теня будеть разумжется, при 
близятельнымь 
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$ ББ О наибольшихь и мнакменычихь значеюяхь разотоянйй. 

Ивь кривой разотолнИ! п соотафхетующой еб кривой скоростей не трудно 
усмозрыть чго дия бхь моповоыйй, дли которых пробденноо точкою разотоя- 
ме » выражающееся орднизиюмя кризой разстоаный, по оравненно съ сообщ 
лрып (смолиимн) мгноветями будеть паибольшимя пли нанменьшимъ, ено- 
ость равна пулю. Это пполиЪ понятно, такь жет. въ подобныя миповеня око 
рость зфияетр знали, а мЬняя его, въ силу услошя непрерывности оны долакииь 
пройти череоф пузь. 

'Позхому, сели тробуотся найти нанбовышее лиц напменьшее значеше 
пройдонноео точкою разстоян,-олёдуетт опредфлять выражел!е скорости накъ 

фузти зремени, положить ее разной лупю ин изь понученното уравнены 
найти проемы, отвфчающее поставиевиому уснов!ю, в затфыт ‘изъ ураввен:а, 
разотолий опредблать значошее лослёдияго п убфдиться, будеть ип 5 нанболь 
шимь’ илл паимельшиме, 

Примьилмъ сназапиое кз олёдующему прихфру: 

в=ы—# 
маходизь ыы 5 во 
Полагая В 
попучвмь 

Подставляя эту величиву въ давное уравнеше, найдешь 

8—6 В— 81—99 

Чтобы выяснить, будеть ли $ пифть наибольшее пап напменьшее значе- 
ве, можомь поступить твны: вычшентьть в для двухь мгновений: (3+ ДО и 
{8—0 н воли 0бЪ пайдениых везпчивы будуть больше 5» 2о 5; бущеть зы 
фатать пазменышее удалеше точки оть пачала разслова!й п иаобороть 
Произведи такое вычполев, будемь пивть: 

;—9— (49 Ч 

о - 0 

сльдотательно 
> -ы 

22—в 

т.е, точка неходитея въ лоншф третьей севушды на начбольшемъ удален 
оть изчала разстоят!й. НаНденный результать легко подтверждается графи- 
ческимь построешемъ. у 

Шавъ будеть показано ниже, опредёшеве того, будеть ли найденное зна 
Чен $ намбольшимь или вапменьшимь, чегко производихся, зная ускораше 
эъ данное мгновеше ($ 78). 

Нанбольшему пли напменьшему (по абсолютной величиы$) значению ско 
рости ма ирияой разотоянй соотвфибтвуеть тажь ваз, точка перегиба, въ ко 
зорой, как это не трудно обнаружить построашемь, насательнал хъ кривой раз 
стоянйй перосёклеть нривую, которая переходить изх выпуклой въ вогнутую 
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$ 56. Задачи. 

1 а Майти среднюю скорость двпженая въ течене эторой се 
туйды, если дано 

5=19:— ЗВ, 

6) Приближается тЪло къ началу разетоянй или удаляется отъ 

лего въ течеше этого времени. 
2. Найти среднюю скорость движеюя при прохождени тВломь 

Эти метровъ, считая оть начала разстояв, при данныхь предыду 
щей задачи. 

3. Найти скорость вь начал дввженя звь кониЪ первой и третьей 

секунды если; 

О з=-—4 6) зе 

4 Дано: =. а) Найти скорость 

6) Построить кривую разотояй в соотвЬтотвующую кривую ско 

ростей. 
5. Касательная къ кривой разстоянй паралельн\ ос временъ 

Какова величина скорости въ это мгновене? 
$. Дано: з=2й. Найти: а) среднюю скорость во вторую секуяду 

и опредфлить въ какое мтновене въ течен/е этой сокунды скорость 
равна найденной средней скорости. 
ы Повзрить реше трафически 

. Имфезль: 5=9% 5; гдз 9-— постоянитя ^) Найти скорость аЪла 

въ нь Ной сек 

5) Отношене между скоростями въ конц фи & секувдъ 

8 Написаль уравнене разстоянй для предыдущей задачи въ томъ 

стучаф, если тВло имфеть начальную скорость %, 
9. На фиг. 56 представлена часть трафика движеня желфзно 

дорожныхь позцовь (зависимость разстояя оть времени) между 

станщямыи А В, Си при чемь по горизонтальной оси отложены 
времена, а по вертикали-—-разохояя между стаящями 

Опредвлитв: 

а) Скороети движетя пофзда № 2 между отанщями 4 и В Ви0, 

Сир 
6) Средитою скорость того же пофзда на восмъ протяжени 4, 

зключая остановки. 
в) Построить трафикъ пофзда № 4, который выходить ес ставя 

А въ 6 час. 34 м пвдеть до станши С’ со средней скоростью в 

40 вер. въ чаеъ, при чемь на станши С стоить 5 мин. и продот 

жаетъ движене со скоростью 30 вер. въ часъ 

т} Составить расписание (задан!е движевя таблицей) для поЪзда 

№4 (в) 
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10. Найти сощее выражение скорости въ движени для котораго 

закону разетоявй таковъ: 
5=%, 

тд8 т — ЦЬлос и положительное число 
11. Построить кривыя разетоянйй 

а} 3И— 48 6) 35=2 

и сботвтотвуюнуя имъ кривыя скоростей 
12. Ордината кривой скоростей равна нулю Что имЬемъ для этого 

мхновены на кривой разстоян? 

13. Найти скорость движевя какь {(, если дано. 5= 5%. Срав 

нить кривыя разстояе! и скоростей между собою (ем. зад. 6, 8 34) 

эф! — 

р: 

ба ры аш 

55 

34. Дана зависимость раветояя отъ времени лишй АВ (фиг 57) 

&) Построить соотвфтствующую кривую скоростей 

6) ЧБиъ характеризуется точка перетиба на кривой скоростей ($ 55)? 

15. Зависимость разстояня оть времени дана кривою (фиг. 58). 

Построить кривую скоростей. 
16. а) Построить кривую скоростей опредфляемую уравнетемъ 

э=у4—&. 
6) Найти начальвую скорость. 

в) Найти время по истечени котораго скорость будетъ равна 
2; 5; 19? 

Рвшеная задачь 

э—& то, = АЗ 
С Вадиль.—Оеновы механики 6 
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6) Тёло удаляется въ положительную сторону оть начала разстоятшй. 

2 Опредёляемъ два значены для ё изъ уравнения: 9 = 18! — 32; 
э 

рт 

3 Пользуясь оощей формулой. о = пр Аз, ноходпиъ 1) :==2& 

В 

26 

5) 2— 61, Ходь вычислен по указанной формул ем. $ 50 
$ 

4 а) Пользуялеь общей формулой э= пр. г ($ 50), ваходимъ 
1 

= 

ца» (: 
° 

> ь р = 

э8 

ВВ, 9 =4 откл находимъ итновене для 

котораго е==6, а именно: 6 ==4# #=1,5. 

7. а) че = 98 
6) и. в = 

8 а=еён =. 

: (скорость пропоршональна времени) 
я 
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9 6) 3+ вер чае. 

п 45 а А" — а 
10. В А" 

Но бнному Ньютона: 

(--АЙ = ом РААРУ 

Третьимъ и дальнЪйшимъ членами пренеорегаемь такъ хакъ они 

въ предфлв обращаются въ нуля ($ 51). Скорость 

Ф == Пр. атм — ан 
м 

31 м. $ 54. 
13. Касательная къ кривой разстоянш паралельна оси временъ 

что можеть быть въ слёдую- 

инхъ случаяхь (фиг. 59, анод) 

Изъ нихъ въ первомь точка на ы 
ходится на наибольшемъ раз 

стояни оть начала по сравне 
Нино со смежными мгвовещями, | < 

во второмь—на наименьшемъ | 

8 — 
13 э=ипр А ы й 

20 

5 |5 

= пр м“ пр 603 (. Е) рт 

Е 

ая 

= Пр 60$ (+=) Хар т 

я 
но 

а потому 
© = 60 — зв {# — 90). 

Изъ поелБдняго выражешя видимъ, что кривая скеростей будет 
5* 
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также сннусолдой, но отстающей оть ьривой разстоян ва проме 

жутокъ времени, раввый Е (90°) 

14. а) См $ 54. 
0) Наименьшимъ значевомт + но не равнымь нулю 

15. бы $ 54 

$ 57 Равномфрное круговое движене точки Утловая скорость еди- 
вица ея, 

Скорость равномрнаго движеня, каюъ было найдено выше (8 43) 
опредвляется слфлующимъ выраженемъ: 

Величина разетояня точки по окружности, или, 910 то же длина 
соотвётетвующей духи можеть быть вы- 
ражена въ зависимости оть ражуса и нен- 
тральнаго угла. Но предварительно ска 
зкемь нЪфоколько словъ отвосительно из- 

мфрен1я дутъ частями радтуса и соотвьт- 

ственно угловъ отвлеченными числами. 
Ирнмемъ за сдикицщу мЁры угловъ 

такой утолъ, дуга котораго равна радрусу 
круга; обозначая этотъ уголъ черезъ & 
можемъ наниеать (фиг. 60}: 

Но такъ какъ / я принять 31 едивицу го 

а отсюда имъемъ 

(27) 

т е величина ухла опредфляетея отношещемь дуги, стяхивающей 

его, къ радгусу. Отношене это и показываеть, сколько угловыхь 

единиць содержится въ данномъ угл. Такь какъ при этомгь прихо- 

дитея дугу измБрять длиною радуса то углы будуть измфряться 

отвлеченными числами 
Что касается величины угла, принятаго за единицу ыёры въ гра 

дусахъ, то она найдехся изъ пропорши 



1: Ш С: оросгт 85 

отхуда 
— 57? 8958 = 57517 45 

97 

Изъ формулы (27) находимъ: 

8 =1.$, .. (28) 

т е длина дуги выражается произведетемь радуса окружности на 
центральный утолъ, стягиваемый дугой. 

Поелфднее равенство дасть зависимость между 5 и $, считая ихъ 
зеличинами перемёнными, одну, напр. », фупкщей, другую--незавя- 
вимой поремвнной. Но въ гачествВ послфдней у насъ по самому су 

ществу дВла воегда служило время &. Жели мы сохранимь это поло- 
жеше и бунемь считать углы функщяыми времени—при чемъ въ ка- 

зкдомъ частномъ случа подобная фунющя должна быть дана —, то 

равотояюйя пли дуги окружности будутъ уже не функщями незави 

симой перемфнной, а фуаищямя другой фувкцит. Если нам извфотна 

функшя 2?==/(8, то не представится затруднешй найти и 3 какъ 

функцию времени, а именно: в = 7} (#). 

Возвращаясь къ прерванному изложению о нахожщен скорости 
углового движеня можемт написать, пользуясь уравненемъ (28): 

Зена 2 ПРЕ 

$ но, те 
Вычитая найдемь: 

Зе нае — 26 ЕТ (44-4 — $0) 
ити 

АА, 
Но дз 

= м 
а потом 

(29) 
Величину огношетя 

выражающаго быстроту измфневя центральнаго угла соотвётетвую- 
чато разотоянйо, пройденному точкой, называють угловой ско- 

ростью точки или утловой скоростью вращения вЪ отличе оть 
разсматривавшейся до снхь поръ линейной скорости. Линейная 

скорость въ данномь случаВ можеть быть названа окружной ско 
роетыо. 

Фиг. 61 предетавляегь 1рафическое изображение только что изло 
женнато разсужденя.. 
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Положивъ въ выражешя {29} › =1 получимь 

= в 

лвдовательно, угловая скорость точки численно выражаеть вели- 
чину линейной скорости при двяженн точки по окружности, имфю- 

щей ращусъ, равный единиц. 

Угловую скорость обозначають ооыкновенно букною ® Такимъ 
образомъ имфемь 

ф=+®.. .... (30) 

Для опредфлени линейной ско 
роеги движеня = необходимо знать 
угловуто скорость и радуеъ вращеня 

Изъ выражешя для угловой ско- 

роети не трудно получить понятю о 
одинлцахь, которыми она изывряется 
Вь самомъ дЪлф, углы изызритотся 

отвлеченными числами, 7 потому 

= 45 (отвлеч. число) 

АЁ ед. времени 

ити вводя принятыя вьние символичестя обозначения ($44) получимъ 

отвлея. чнело + 
измЬр (®}=— = 

ед. времени т 
тс = 1“ 

$ 58. Завиеимость жежду скоростью тогии и чиеломъ оборотовъ ея 
Пусть число оборотов, соворшаемыхъ движущегося точкою въ ми 

нуту, будетъь м *). Точка, вращаясь по кругу, при одномъ оборотЪ 

опишеть уголъ, равный 9т, а при п оборотахъ — ти. ДБля этоть 

утоль на соотвётетвующий промежутокт времени, т. е. на одву ми 
нуту или шестьиесять секундъ, мы п найдемь угповую скорость 

Эти _ тв 

= 60 — 30 85 
Линейная же скороеть будеть рави“, 

9 =) — 9 р ый (32) 
60—30 

ели будуть изв®стны. радусъ вращетня ? и линейная екорость 

то число оборотовь, совершаемыхь точкою въ минуту, опредфлитея 
по формул 

302. (33) 
в = 

тт 

*) Число оборотовъ всетда отноеять къ мвнуть 
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$ 59. Неравномврное движене точки по кругу. Угловая скорость. 

ели движене точки по кругу будетъ перемфннымт (неравномр 

нымъ) то отношене 5 

ут 

выражаеть ереднюю скорость 31 данвый промежутокъ времени те 

Веегка справедливо 

поэтому 

Частное 

можеть оыть названо среднею угловою скоростью, соотвЪтетвую 
шею данному промежутку времени. 

Линейнля скорость точки въ данное зтновете выражается такъ 
*) 

45 А А 
= пр д, пр | м г пр. а о (34) 

при чемь Й 

о = пр а {34 а) 

представляеть угловую скорость въ данное мгновене. Такичеь обра- 
зомъ угловой скоростью перем ннаго движен1я называется 
предълъ отношен!я элементарнаго угла, описаннаго точкой 

къ соотвфтетвующему промежутку времени. 
Выражен!е (34) даеть зависимость мекду угловой и линейной 

{окружной} скоростью въ обнемъ случаВ крутового двинешя а 

именно 
% | = 

или 
®—=— 

Найдемъ теперь подобную же зависимость въ произвольномь движе 

нки точки, для чего предварительно раземотримъ вопросъ теометри 
‘ческаго характера о кривизнф кривыхъ лин. 

860 0 кривизяф кривыхь ими 
Дуга $ круга въ зависимости оть радзуса г и нентральнаго 

*) Радеь г — нак число постоянное — можеть быть вывесенъ изъ подъ зната, 

предвла ($ 18, слёдотв!е). - 
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угла ф выражчется какь изввотно такъ (9%): 

5=Ф 

$ _1 ‚= 

Отеюда имВеь 

Я 

Если мы ото выражение будемъ прим нлть къ кругамгь различныхь 
рйусовъ, то отношене 

$ 
8 

д 
„-# „7“ 

``  будетьивмняться образно пропоршонально 

изыВнению радтуеа, какъ показываеть вто- 

рая часть уравнешя, Мы можелеь, елздова- 

тельно, сказать: ивмъ больше это отноше 
ве (пля чёмъ мевьше напр. при одномъ и 

0 том же угл дуга $), тБиъ меньш!й радёусъ 

имфеть кругь т. е. тВмъ бодыше кривизна 

круга, под которой разумбютъ отнотеше 
угла, соотвзтотвующаго данной дуг или, 
ч10 то ще, составленвахо касательными 

(фиг. 62), къ длинЪ дуги между точками касавйя. Какъ будотъ видно 

далъе (въ главЪ объ ускореви), удобн\е вводить въ опредфлене кри- 

визны не уголь между ращусами, а равный ему утголъ между каса- 
тетьными. Для круга написанное отношеню, очевидно, сохраняетъ одну 

п ту же величину для любого угла, 
а потому и говорятъ, что круть есть 
кривая постоянной кравлзны, 

Поняне о кривизн8 распростра- 

няютъ кромБ круга и на прочя кри- 
выя лии плосюя и двоякой крн- 

визны *), при чемъ къ опревлетю 

кривизны кривой вь данной точкВ 

зтожно подойти путемъ сл5дующихь 

соображений: 

Положим, что намъ нужно найти кривизну какой чибо кривой АВ 

зЪ 108 А (фиг. 63). 
Возьмемъ нфкоторую точку В, находящуюся отъ точки 4 на раз- 

стоя Аз и проведемь въ обЪзихь точкахъ каеательных нъ кривой 

$2 

*) Подъ нлоской кривой разухвють току, веб точен которой лежеть во одной 
плоскости; ‘кривая двойкой кривезяы ис можеть быть совмбщена съ илоскостью 

зефыи своямн точками 
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Тогда отношение угха Аф къ длинЬ дуги Аз 

можеть быть пазвано среднею кривизною кривой на протяжеви 
дути Аз или между точками А и В. Эта кривизна будоть зависть, 
разумфется, от длины дуги Аз и ©ъ изыфнещемь ея будеть мЁ- 

наться. Чтобы пайти кривизну кривой въ точк® А независимо оть 

длины дуги Аз, нужно взять предфль написаннаго отношея при 
условш подведея Аз къ нулю т. е. 

59) тр 4$ 3—0 

Слфдовательно, кривизной кривой въ данной ся точкВ называють 

предълъ ея средней кривизны, 

Чтобы предетавить измфреше кривизны кривой болфе наглядно 

вообразимь веб® черезъ точку 4 дугу такего круга, который своими 
точками, безконечномало удаленными отъ точки А подходилъ бы 

настолько близко къ точказь кривой АВ чтобы мы могли вмфето 

взять предёль отношензя угда Аф, между каеательными проведен 
выми къ кругу, къ соотвьфтствующей дут Аз, т.е. чтобы было со 
блюдена равенство 

4] Ат, 35 
пр | — (= 65) 

Такой кругь носпть назваше круга кривизны кривой въ дан 
ной точкВ ея и обозначая радусь его черезъ + имфемь 

Откидываемъ во второмь ччен® знльь предьла такъ какъ для круга 
отношене 

А 1 
А к 

есть величина постоянная 
СлБдовательно 

РА 1 ры Е 
пр (№) т 86) 

Радуеь г называетсн радгусомъ круга кривизны или иначе, 
радусомъ кривизны кривой въ данной ея точк® 



90 Основы УРЛАНИЕИ 

Радмуеъ кривизны кривой въ данкой ея точк® откладывается 

внутрь кривой по прямой, называемой главной нормалью, напра- 

влен!е которой опредфляетси пересзчещемь двухь плоскоетей, изв 

которыхъь одна есть плоскость, перпендикулярная кт касательной 
зъ данной точеВ кривой в называемая нормальной плоекостьло, & 

вторая есть плоскость кривизны кривой въ данной точкв хото- 

рую находныь хакы 
Если мы проведемъ плоскость черезь касательную въ данной 

точкВ кривой и черезь хочку, находящуюся отъ первой на очень ма- 
ломъ разстояии, то плоскость зта по мёрф приближены второй точки 

кь первой будеть стремиться къ опредфленному предёльному поло 
коню. Это предбльное положене и представияея плоскоетью кри- 

визны. Плоскость кривизны есть плоскость, къ которой кривая нан- 
болфе близко подходить своими точками безконечномтло удален 

ными оть точен касавя 

Въ случа плоскихь кризыхь плоскость кривизны совнадаеть 
еъ плоскостью кривой, а тлавная нормаль или, просто, нормаль 
есть перцендикуляръ въ касательной въ точкЁ касаня. 

Отложнвъ по тлавиой нормали длину радиуса кривизны, мы по 
лучаемь точку, называемую центромъ кривизны кривой въ дан 
ной ея точк%. Это п будеть центр круга грлвизны въ данной 
точЕЪ кривой. 

Еели разематриваеммя кривая есть кругъ, то радуеь его будеть 
рамусомъ кривизны въ любой точкВ круга, а центръ круга предета- 

звляеть пентръ кривизны для любой точки круга. 

$ 61. Зависимость между лилейной и угловой скоростями точвя въ 
произвольномъ движени 

Пусть точка въ промевутокь времени 4# прошла по криволиней 
ной траектории АВ разетояве Аз = АВ 

(фиг. 64). Если О есть центрь кривизны 

трасктори въ точкВ А, то для угловой 

скорости въ данное мгновеще, поль- 
`вуяеь изложеннымь въ $ 69, можемъ 

написать: 

Далфе имфемъ 

дно — В6 _ АВзтВАб _ ‚эт ВАС 
7 — 0В [2 `` ов 

Раздвливъ об части равенства на АЁ и взявъ предьлы ихъ, по- 
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лучимь 
эт Ау А . 1 пр. дор др пр. (3тВАС) пр РУ: 

По такъ какъ 
А = пр и = ($ 72) 

А 48 
пр ду = 1. м? ($ 62) 

пр (5 БАС) == яв (т,?) и пр ы 
ов 

10 

88а (в ?) (37) 

т с. угловая скорость въ произвольномъ движенн. точки равна про 
изведенцо отношешя линейной скорости къ радусу кривизны на 

синусь угла между ними. 
Для кругового движешя уголь (2,7) равень 90? 52 (г, 1) = [и 

мы находимъ полученное вьише выраженше (30) 

$ 62. Опредёлене скорости по данной зависимости тоординать отъ 
времени. Предфть отношезя хорды ко временк 

Цо сихъ поръ мы занимались вопросомъ о нахождейи скорости 

вЪ томъ случа, когиа движене опредфлялось траектомей и завиеи 

мостью разстояя отъ времени. Но движее можеть быть дано также 

посредетвомъ двухь илн нфоколькихь составляющихъ движен|й 

(глава, п) въ частности зависимостью между координатами и 

временем т е. 

#=1 0, 

9=Ь(), 

в = (1). 

Посмотримъ, какъ можно найти скорость въ этомъ случа». Мы 

можехь найти разстоян!я, пройденныя точкой въ каждомь изъ со 

ставляющихь движен въ течеше вЪкотораго очень малахо проме 

жутка времени А# разстоян!я эти будуть таковы 

55 = ны — № 

Ау ини 

Маныч 
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ели бы, сложивъ ихь геометрически, мы опредёлили длину 
дзйствительно пройденнаго точкою разсхоявя по травктори, то 

взявъ продёлъ отношен!я ого къ соотвфлетвующему промежутку вре 
мени мы л нашли бы скорость двяжены Но сумма 

ЗА 

даеть не дфиствительное перемфщек!е но траекторн —3ь а тольто 

хорду его — АЙ ($ 33), т. в: 

№ - ам 

Но такъ какъ А; всегда больше Ай, то н 

А5 А 

А А 

илн средняя скорость въ течен!е даннлго промежутка времени бу 
деть больше средней скорости, въ томъ случай, если бы точка. дви- 

талась по хордф. Но не трудно дока- 

с зать, что въ предзяб об эти величины 

будуть между собою равны, а именно: 

ш (№) =» (1%). © 
Ты 0 &—=0 

т.е. пред лъ отношен}я дуги, прой 

> денной точкой но траектор1и, въ 

соотв тствующему промежутку 
времеял равенъ предфлу отноше- 
н!я хорды, стягивающей дугу къ 

тому же промежутку времени, 
Положимъ, что точка въ элементарный промежутокъ времени 4 

прошла по травктори нЪкоторую дугу АВ (фиг. 65}; проведя корлу 

АВ и касательную АО въ точЕБ А и описавъ окружность изъ той 

зе точки радтусомь АВ, получизть 

46+ 68 > АВ> АВ (39) 

тдБ знанъ <—^ обознанаеть дугу, & — хорду 
Замфтимь, что написанное равенство можеть и не имфть м%ота, 

напр. въ случа, представленномь ва фиг. 66, когда дуга иметь 
значительные изгибы; но такъ какь промежутокъ времени А& кото 
рому соотвфчетвуетъ дуга АВ, можеть быть взять такъ маль, какъ 
угодно (онь идеть къ нулю), то мы имфемъ право выбрать его та, 

кой величины, чтобы въ предвлахъ взятой дуги не было пзгибовъ 

такому условю удовлетворяеть напр. дуга АД. Согласно поетровнйо 
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н\ фиг 65 иыфемь 4С = АВ а также 

бв=ЯвВ ДСАВ 

тдБ ( САВ == нзмбренъ въ частяхъ ращуса. По мёрф уменьшеня 

дуги АВ, когда лини АВ н АО идуть въ совпаденио, уголъ идетъ 

къ нулю. Подотавляя величину СВ и АС изъ нослЪднихъ равенствъ 
вь выращеше (39) получаеагь: 

АВ-+АВ.«>4В> АВ 

Вызтемъ изь каждой чаетн нсравенствя по АВ 

АВ «> 4В—ЯБ>о 
Неравенство не нарушится если въ первой части выВсто хорды АВ 

вотавимь дугу АВ; тогда имбемъ 

АВ.«> АР— АВ>О с 
ВыЪото а можемь взять нфкоторый 

уголь « <а, такъ чтобы 

АЕ а = АВ— АВ 
Утолъ а, подобно а, ндеть къ нулю В 

выЪетв сь дугой АВ (и промекуткомъ 

времени 44). 

Об части равенства дёлимь на А# 
— > — 
АВ АВ АВ 66 
АР м АЕ 

Возьмемъ предвлы обфихь частей ($ 9 елёд 1) 

= г = 
р [22 =) = АВ. _ 48) 
р № а) 

Но предвлъ произведеня равенъ произведетю предфловъ и предёлъ 
суммы-—сумм предёловь а потому 

0 

— ие 5 
АВ а) == п] [ АВ [78 шо (9 пр (@) == пр А) ПР Ар 

Здвеь пр. ЧИ) =ь вовоше говоря, нёкозорая конечная величина, 
а пр. (а + —0=0 а потому произведеше 

АВ 
пр () пра) =е о 
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«пБдователт но 

олкуда __ __ 
«В\ _ п АВ ) 

р Ар} — ПР. ( № 

Или ве вводя принятыя ране обозначетя имфемъ 

шо (= (3 и 
Примбняя тольго что найденное положев!е дли рышен1я вопроса 

о скорости составного движежя будехь имфть для хорды его: 

№ = да г Ау ная. 

ДЬля 00ф части равенства на \# и беря предёлы ихъ получим 

А Ад Ау 
1 пр ле = ИР д: 1. г — пр 

АЕ 

Слфдуеть впрочемъ замътить, что скорость составного движешя 
обыкновение ваходитен по сиособу. указываемому въ елбдующей 
глав% примбненемъ правила сложезия скоростей. 

$ 63. Задачи. 

1. Какое число оборотовъ дБлаетъ маховое колесо даметромъ 3 м 

при окружной скороети въ 19 м./сек. 

2. Какому ращусу вращевя отвЪчаеть окружная скорость (ско- 

рость вращеня) въ 75 м./ек. при чнелф оборотовъ и =110 въ 

минуту? 
3. Найти скорость точки земной поверхности при д1аметрВ земля 

4 — 13.755 км. и времени оборота 98 часа 56' 4" 1) на экватор” 

6) на широтв въ 60°. 
4 Найти соотношеве между угловыми скоростями часовой н ми 

нутной етрёлокъ. 

5. Найти окружную скорость колеса дламетромъ 1,5 метр дЪлаю 

щаго 100 обор. въ минуту 

5. Часы ухазывають ровно У чае. Въкакомъ часу стрёлки сойдутся? 

7 Кругь ращуса т катится по плоскости. Найти соотношен{е 

между скоростью центра его и окружною скоростью? 
8. Въ фиг. 67 изображена схема передачи поступательнатго дви- 

жевшя поршня К паровой машины посредетвомь штока з и шатуна 2 
кривошилу ОВ. Очевидно, ходъ поршня или разотояне # между 

храйними положеями его а н $ равняется даметру круга описы 

ваемаго кривошипомъ 
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а) Опредвлить завиеимость между скоростью +’ равномрнаго 

вращеня точки 8 кривошипа и средней скоростью поршня 5". 
6) Найти скорости 9 м ©’ при числ оборотов вала. и =35 и 

радйусв круга, описываемаго кривошипомъ, 7 = 0,6 м. 

в) Какъ велика угловая скорость кривошипа при эти\ь данных в? 
т) Какъ велико время полнаго оборота вала? 

9 Шкивъ А Мамотромъь 4 =15 м дблаеть и —48 000р въ мин 

Пайти радусъ шкива В (фиг. 68), сосдиненнаго съ первьыегь рем 

немъ если число оборотовь шкива должно равняться я, == 100. 

10. Рамусъ шкива А (фиг. 68) равенъ 12 м.; радусъ В—0,5 м 

Найти число оборотовъ шкива 4, если В дЪлаеть въ минуту 

60 оборотовъ 

РЪшен!я задачъь 

1 См $58. 
60* 

Е == 00 6 000р въ мин 

9 1==0,60 м. 
3. а) 465 м./сек. 6} 2385 м сек 

4. Отношене равно ‘/,,. (в) 

5. в = 34 о 7,9 м/сек 

6 Число часовъ до ветрЪчи обо 68 

значимъ черезь 2; тохда зависимости 
разстояня оть времени для часовой и минутной стрёлки будуть 

таковы; 
$ = 

Знян, = МН, 

№М-нв = 197, 

откуда 
13 

+= 
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3. а) Разотояя проходнмые поршнемь п кривошипомъ при 

одномъ оборот вала, составлиють: 9% и 2 при чемь й==2 а 

потому в’: 6" 5 97: 9 = п: 8; 

5) "= м/ок.; %’ =2,8 мсек. в) 3,67. г) 1,714 сек, 

9 Разетоявя, проходимыя точками на ободЪ шкивовъ, равны 

между собою; елёд 9+ 2=,п„ Изъ послзднято выражен на- 
ходимх г, = 0,36 м. 

10. 95 обор. (см. прещьнд задлч)) 



ЛАВА Ц 

Сложен и разложеше скоростей 

$ 64. Общее правило еложентя скоростей Паралелограиъ и иного- 
угольникъ скоростей. 

Вопроеъ, который подлежить нашему равемотр® нию въ настоящей 

глав, состоит въ нахождевя скорости составного цчвижешя въ 

опредфленное мтновеле по сгоростямь движек составляющичь 

или, короче, въ нахожден и составной скорости по скорослямь со 
отавляющииъ. 

Разсмотримь случай, когда точка нмфеть два движен я по двузгъ 
траекторямь АВ и 40 (фиг. 69); кромВ травкторди для каждаго изъ 
двуженй очевидно должна быть дана зависимость разстоянёя отъ 

времени 
Пусть движущаяся точка въ конц времени ; находится въ по 

ложенш, обозначенномь буквою А Возьмемъ нЪкоторый промежутокъ 

Ц. Баздонь, Осповы механики. т 
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времени, въ продолжеше котораго точка перемфетится по траекторит 
АВ изь положешия « въ В, а по другой трасктори изь Д въ С. 

ли точка будеть обладать обоими движеюйнми, 20 въ теченю 

промежутка АЁ она перембетится въ точку ДР, которую найдемь по 

изветныхь правиламь, постронвь на, хордахъ соетавляющихь пе- 
ремней «18 и АС паралелотрамъ, пагональ котораго АР и бу- 

деть хордой составцого перемщея; само же перезИлнеске совер- 

шитоя, вообще говоря, по изкоторой кривой АО. Еели зы раздф- 

твмь чемерь каждую изъ хордь АВ, 4С и АР из АЬ то частныя 
оть далешя 

‚ АВ _ 46 АВЕ 46 =; 

предетавяяея примолинейнымт отрфэкамн, отлощенными по продол 
жевио соотвЪтетвующихь хордь АВ, АС п АХ, Отрёзки АВ, 40, 

п 41), очевидно, составять паралелограмъ. №елп мы возьмемь пре- 
дЪлы хордъ по времени пли, иначе, предфлы величин В. 40, 
н ар, подводя промежутокъ времени А! къ нулю, то мы найдемъ 
скорости движений составлиюнихь п составного, козорых и выри- 
зятея иъкоторыми векторами АВ, АО» ЁРь. кавательными въ во 

отвётствхющимь траскторямъ, при чехъ 

, : 28 
АЛ, =: нр АВ = пр. | ® 

здЪсь Г — скорость составного двидешя пл из, — сжороети состав 
лаюлия. 

Укажемь теперь то соозношене, во1орое существуеть между 
когда получивъ в, п в, непосредственно изъ задашя 

составляющихь движоен, можно будеть найти Р. На чертеж век- 

тора АВ, Аб, и 4), изображены составлиощими паралелотрамъ, 

что мы и докащемь въ слфдующемь лараграф®. Полагая, что это 
иметь мото, мы‘можезь сяфдующимъ образогь прочесть правило 
для сложея скоростей: составная скорость есть длагональ 

паралелограма, построеннато на скоростяхъ движенй со- 
ставляющихь, или иначе: скорость составного дввжен!я вы- 
ражается замыкающей стороной треугольника, друг! сто- 
роны котораго суть скорости составляющихь движен! 
еще пначе: составная скорость ость геометрическая суммл 
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скороетей составляющих. Цоказавь, что дьб скорости екла- 
дываютея по правилазь слощеня векторовь, эл можезеь правила, эти 
безъ дальнЪйшихь оговорок распространить н на произвольное число 
скоростей, сказавь, что вс дЪйстым надъ геометрическими вели 
чннами (сложен е п разложоше пхь) могуть быть примьнены къ 
скоростям, 

Обозналая составную скорость черезъ 1 скорости соетавляюпия 
перезъ и, 2, 9...., будемь имбть 

нынь-+ 5, 

илН „ 

7=\У. 2] х и 
Докажемь топерь упомянутую теорему, относя ее не только къ 

скоростямъ, а вообще къ какимъ бы ни было векторахь 

$ 65. Еели тря пережфнные вектора при веёхъ овонхъ ноложеюяхь 
воставляютъ треутольникъ то и предблы ихъ также составляють тре- 
УГОЛЬНИЕЪ. ” 

Предварительно замфтимъ, что предфломъ даннаго перемннаго 
зектора назызають такой постоянный (по величинв ни направлено) 

векторъ, къ.которому перемфе- 

ный векторъ можеть быть пол- 

веденъ такъ близко по своему 
направлению и по величи- 
НЪ, какъ мы того пожелаем. „^^ 

При этомь концы обонхъ векто- \ 

ровъ будуть находиться на без 

хомечномаломь разотояи дру |, ра 
отъ друга, или одна пара иуъ р Е 
можеть совладать. ра 

Вовьмемъ три неремвнные вех. й ы 
тора аб, $ и са, образующие по 30 

условпо треутольниюь (фих. 70). 

Предположимь, что предфлы ихъ АВ, Ор и ЕЁ ве образуютъ 

треугольника; посмотримъ, къ какому вывод; мы придемъ при та- 
комь предноложенш. Соединимь точки В Си между собою пря 
мыми тогда получимь 

В+ > ВС 

Въ этомъ неравенств» ВС есть которая опредфленная, посто 

иная и во всякомъ случаВ конечная величина. Первая же часть 
представляеть сумыу двухь перемённыхъ величие, изъ которыхъ 

о 
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каждая, а слбдовательно и сумма нхъ на основав того, что по- 
етоянныс (по величин и направлено) отрёзки 4.5, ОР и ЕР суть 

соотвтетвенно предзлы перехВнныхь отрёзковъ аб, 06 и ав, —м0- 

жеть быть сдфлана менфе какой утодно величины. Конечная же ли 

вя ВО должна быть еще меньше послфдней. Отеюда заключаемъ 

что ВС =0 

оли бы вектор: ЯВ и ОД не быив постоямными по пеличиив п напра- 
лено, › перомёиными, то при наличности посцёдвяго лерапепства отразокь 
ВС быль бы равенъ безкопечно малой величии. 

Слёдовательно точки В ни С должны совпадать; чо же самое 
можно доказать и относительно друтихъ вершняъ треугольника. 'Га- 
кимъ образомь мы приходныь къ заключено, что предёлы трехъ 
векторовъ, всегиа образующихь треуголлникь также составляють 
треугольникъ 

Доказанная теорема можеть оыть прочитана еще и тиъ: пре 
дфлъ сумыы (геометрической) двухъ данныхь векторовъ 
будеть суммоЁ предзловъ тЪхъ же векторов. 

Примбнене этой теоремы къ вопросу о сложения скоростей бы то 

указано више. 

$ 66. Частные случаи сложетя скоростей. 
Приложимъ одфланныя общя разсужденя къ частным случаямъ. 
1 Если мы нмЪемъ два прямолинейныхь равномфрныхь движе- 

вая, то не труцно доказать, что п составное движен!е будеть во 
первыхъ. равномбрнымь, а вовторыхь прямолннейнымт, 

Дьйствихельно, скорость каждато изъ составляющих движешй 
изобразится векторомь постоянньгь по величин (услове равно- 

мврности) и по направлению (услове прямолинейноети). Слдовательно. 

и геометрическая сумма ихъ (скорость составного движешя) будоть 
векторомь постояннымъ но величин и направлен!ю. 

2. Движене задано прямоугольными координатами двяжущейся 

топки: 

#=л В, 

=, 

Ь @. 

Обозначимъ скорости по осямъ соотвфтетвенно ®, 9, а скорость 

составную— 7. Первыя легко опредвляются изъ приведенныхь 3“ 
висимостей координать отъ времени, а слощивъ ихь, получиаь г. 

Въ данномь случа зависимость между всфми этими скоростями 
выражается весьма просто аналитически, подобно приведенной выше 
зависимости между хордами составного и составляющихь движенй. 
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Ввиду отого, не приводя выводов, напишем (фиг 71) 

веря Е т Туи а, " 

= Рам (1,2) = Роза 

= Роба (1, 2) = 0058, 
Рев8 (6. 2) = Гея, 

т се скоростн проекц!Й двинущейся точки по осямъ равны 

э1 

проевщямь скорости на этн оеи Направление сославной ско 
рости опредвлясте; выраженами“ 

{43 

то цвилеве происходить въ илоскости паралельной плоскости $03 
Еели же 2==0, то точка движется въ плоскости ХОТ. 
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Вели 

и 

т © чочьа поконтея, п обратно: для того, чтооы точка находилась 
въ покоф, необходамо должны быть одновременно равны нулю про 
екщи скоростн ея на каждую пзъ трехъ взанмнонерпенникуляр 

ныхъ оесй. 

Основы ясь па тполонеиномт въ $ В, п. Без: 

42 
И ` 

Да а 
ЕВ 

Че ран, + [Е (5%) 

$ 67. Задачи. 
1. Скорость лодки, пересъкающей рёку въ направлениь перпен 

дикулярномь къ берегамь, равна 5 вер. вЪ чась, скорость теченя 
4 вер. Найти скороеть * двяженя лодки и направлен ся относи 

тельно оси рёкы. ° 
?. При скоростяхъ, указанныхь въ предыдущей задачЪ, найти 

въ какомь направлевши должна двигатьел, лодка, чтобы дйствитель- 

ное движег!е ея ‘совершалось по перпенцикуляру къ оси рфки. Из- 

слБдоваль полученное рёшен!е, 

3. Пароходъ прошель но рёкф противъ теченя въ 2 часа 32 вер.; 

какова скорость движешя ето # въ метр./сек. въ стоячей водф если 

скороеть течешя реки 4 вер. въ чаеъ? {1 саж. = 9,13 метр.). 

4. Лодка пересВкаеть рЁку въ течеше 4 мин. по направлено 

перлендикуларному къ оси р5ки, ширина которой равна 300 м. а 

скорость теченя—0,8 м Найти скорость относительнато движеня 

лодки н утояъ собтавляемый ялправленемъ ето сь осью рЪкг 

5. Цано: 
&=2—3 

у=Е-4. 

а) Найти скорость составного движеня и построить графически 

зависимость ея оть времени. 6) Показать, что составиое движен!е бу 

деть равномрнымъ и прямолвнейныхь 
6. Точка движется равномёрно по окружности радтува ^ м., про 

ходя ев въ 2 сек. Найти проекнёи составной скорости на двф взаимно- 
перпендикулярныя оси, проходяпия черезъ центръ круга. 

7. Мы наблюдаемъ скорость о" —= 2 точки В отвосичельно точки А 

(фиг. 72), при чемъ послфдняя движется со скоростью = 1-3! 

Найти. величину и направлен1е составной скорости точки В 
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8 Составная скорость равна 5 м./еек.; одна изъ составляющих 
равна 10 м/сек. и образусть съ составной скоростью утотъ 90° 

Найти вторую (трафически и аналитически). 

9. Найти графически составную скоростг если составляютия 
ся и углы, ими образуемые, пред- 
составлены ва фиг. 73 при чемъь 

{18 =0,5 

12 13 

10. Точка имфетъ три одинаковых по величин» скорости, лежацуя 
въ одной плоскости и образуюцщия между собою углы въ 190°. Найтя 

составную скорость. 
11. Твло имёющес начальную скорость ®,, движетея вдоль лома 

ной лин АВСОЛЕГ (фиг. 74); углы. образуемые прямолинейными 

участками ея другъ 
ет, другомъ, суть ®, В 

1, 8. Вавую скорость 

будетъ имЁть тёло вт 

точкВ Р, предпола 

тая, что составляю 
пя скоростей, напра 

вленныя перпендику- 
лярно къ ломаной 4 

уничтожаются? 

12. Точка имфетъ четыре скорости, лежация въ одной вертикаль 

ной плоскости и равныя 19 м./сек., 24 м./сек., 36 м./сек, и 43 м./сек. 

Скорости эти образують съ торизонтельной оеъю углы вь 16° 29° 

389 и 75° 

Найти: а} величину составной скорости и 6) направлеше ея 

18. Изъ` окна побзда брошенъ камень со скоростью 5 м/сек. шо 

ваправлоню перпендикулярному лини дороги, въ поадъ, идуний 
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по другому пути. Съ какой скоростью (ио величин и направлено) 
ударитея камень въ послфдь!й побздъ, если: а) оба пофзда пдутъ 

въ одну сторону съ одинаковой скоростью? 
6) первый пофзиъь стонтъ на мёст\, второй движется со скоростью 

18 м./сек.? 

в) оба нофвда движутся вь разлиныя слороны во впороелью 
12 м. '6ек.? 

Рьшен!я задачь 

< . “Е 
3 (фиг. 75); зна = 5. Чртоогт вопроеъ 

быль воззоженъ, должно быть г. 20 
3. 5,3 м.!еек. 

Т — = 1,25 м сек. (фиг. 76) 

Съорость относитечьнато движеня 

в, = УТЯВ -- 0,8 = 148 м/век.; 

=064 Да= 39%50 

эму =-З в = Та но 6) му 66 

2" (фиг, 77). 6. 5, == Г 6084, ®, „= —Т за, причемт Г р 

7. Составная скорость точки В равна геометрической сумм ско- 

ростей э’ из’. Удобифе опредфлить эту скоростг посредетвомь состл, 
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кляющихь ея но направленямь (осямъ) Ор г Ол. Находимь 

Уре -ни == 94 608 459 5 1 -= 31 = (3-1 ИЗ} Еч т 

=, = 240% 45° —1у9 

3. Составная скорость г равна < 4 и направлена одинаково со сьо 
роетью, равной 5 (фиг. 79). 

10. отвал скорость равна нулю 
11. го 608 а 608 В 608 1} 60$ 8. 
12. и „ 5,142; в, = 80,915; И = 110,484. 

6) Уголь С, ры = ати 0°; уголь (Т, у) = 42°52'50', 

13. а) 5 м4еек. направлеве перпендикулярно пофзлу 
6) 15,8 мсек. подъ угломь 161935" 

в} 304 м/сек. яодъ утломъ 110930’ 
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Ускоренте 

$ 68. Поняме объ ускорении, каьъ © вели тик опредъляющей бы 
строту изифненя скорости. Среднее ускореше. 

При опредблеви величикы скорости но данной зависимосяи раз- 
стояну отъ времени мы нашли ее какъ функцию времени, которая 

въ завасимоети отъ него измфняетея по тому или другому закону. 

Кром величины скорость, какъ векторт, уметь опредвленяое и\ 
правлене, которое также можетт, измвяться съ течешемьъ времени. 
Если мы желаемь, слбдовательно, веесторонне изучить скорость какъ 
механическую величину, намъ Н но познакомиться со способами, 

которые давали бы возможность судить объ язмзнен!и скорости и» за- 

знепмости оть времени какъ по величинЪ, такъ и по ваиравленио. 
Величина, опредзляющея собою быстроту полнаго измбненя ско- 
рости, носить назваше уекорсв!я. Очевидно, ускореше таль же, 
хакъ п скорость, должно быть векторомь (геомотрической величиной). 

И такъ, положимт, что вамь зацано движене траекторей и па- 

висимостьыю между разетояьемъ и временемъ. Олредфлим» по общимь 

правиламъь скорость, которую будеть имёть движущаяся точка въ 
нЪкоторое мтновен!е # находясь въ положент А (фиг. 80}; 0бо- 

значимь ое +. Шусть черезь промежутокь времени Аё точка пе- 
рейдеть въ В и скорость ея изобразитея вегторомь ‚д; Геометри 
ческая разность этихь скоростей 

АИ ны, - [Е 

покажеть полное измнен!е скорости #, въ течеве промежутка АЁ *)}. 

Чтобы найти эту разность, проведемь изть точки В векторъ, раввый 

в и соединамъ конешь его еъ концомъ отрёзка ®; ; д. прямой, при- 
дань ей направлете отъ &; КЪ 1..4». Эта лия и будетт изобра- 

жать измёнеше или приращене Аз скорости %; ее называлоть таке 

*) Для геометрической разности скоростей пли полна ириращекя скорости 
мы берсмъ знабъ Аа, сохраняя обознаяене Аз дли приращешя скорости во ве- 

анчиов. (дягебрическое измфнен!е). 
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пробртенною скоростью въ течсте времени А Пруюбрфтенная ско- 

рость, взятая сама по себЪ безь отношеныт къ соотвётствующему 

промежутку времени, еще не въ состолши опредфлить быстроту изыЁ- 
пеншя скорости. ДФйствительно, если мы имВемъ два движешя и намъ 

скажуть, что въ первомъ скорость возросла па 2 М97Р:, а во второмъ 
мер. сек. 

на 10 сек. › МЫ еще не можемъ сказать, что въ послВднемь случа® 

скорость измВнялаеь быстрЪе, такъ каюь скорость ВЪ этомь движет 
могла увеличиться ни“ приведенцую цифру въ сутки л въ первомь 

р рта) 

= 

80 

движеши это могло случиться въ секунду. Мекомую быстроту съ ко 
торой происходить измёнен!е скорости въ зависимости оть времени 
мы вайдемъ, взявъ отношене пробрётенной скорости Аи кь проме- 

жутку времени 5 те 

Отавимъ черточку надъ Аи потому, что въ разематриваемомь случа 
для насъ важна но только численная величина Аи, но и направлеше 
ея. Величину этого отвошев\я называютъ среднимъ ускоренемъ 
(ш.„, соотвфтетвующимь данному промежутку времени 4+ 
Графическл. ускореве это выразится векторомъ ОЕ, имфющимь то же' 
направлеёне, что и нр!обрЪтеннан скорость Аи, такъ кавъь ускореве 

это получается отъ двлешя послёчней на ветчину ^( веямфющую 
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направлен! т Сл®довательно 

(45) 

$ 69. Едикяща ускорешя 

Еднкицы, служация для лзмфревя средняго, & слёдовательно п 
всякаго другого ускоревя, очевидно, не будуть еднинцами скорости 

лакъ како для полученя ускоревя, мы дфлимъ скорость на времи. 
Единица ускорешя & будетъ представлять едикицу скорости, дВлен- 
ную на единицу временн, а потому изыреве ускорешя будетъ: 

нзм®р. 5 

измфр. г _ изызр. # 
зар ПВ о 

изм]. (и изм.  измЪр. 

или, согласно принятому символичеекому обозначению ($ 44 / — 

измфрене единицы длиль, Р— времени), получим: 

изУбр (46) 

$ 30. Ускорее въ данное игновеме въ произвольномъ движени 
Касательное ускорене 

Раземотримъ теперь в0просъ: можно ли удовольетвоватьен еред- 
нимъ ускорешемь для опредънешя быстроты изм8неня скорости въ 

давное эгновене? Иначе говоря, будеть ли среднее ускорене выфетЪ 

съ тБуъ п ускоренемъ въ данное мгновен!е? 
Для большей яеностн и опредбленности нашихь дальнйтихт 

разсужденй, предетавихь пробрётенную скорость, а затбучь и среднее 

ускорее въ видЪ суммы двухь векторовъ, изъ которыхь одить 
‘опредфяяль бы изыБнев!е скорости по величин, а. другой — по на- 

правленю. Для этого, взявъ точку В за центрь (фиг. 80), опишемь 

дугу радусомъ ®; д; до пересбчетя съ продолжешемъ отрёзка 
въ тоякз Р-н соединимъ точку 2 съ М прямою, давъ ей направле- 

не оть Г вь 2. Въ такомъ случаЪ въ треугольник® СТ.Л) сторона СП 

(пр1обрётенная скорость Ан) бущехь теометрической суммой отороеь 
СРи РР, а слфдовательво мы можемъ сказать, 470 приращеве ско- 

рости #:; въ течене времени А# измеряется этой суммой, т. е 

"р. (47) 

А теперь уже легко видфть, что вехторъ СЁ предетавляеть собою 

приращев!е скорости по величин; вектору же ЕЛ? остаетен только 

зказать изыёнен!е скорости по направлен! 10. 
Если бы цвижеше было прямолинейнымъ, т. е. скорость по нд 

правленно оставалась бы постоянной, то Л) было бы равно нулю и 

Фра = Аа = СЁ 
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тогда имфли сы 

ини = СА, 

т. е, полное измфнене скорости выражалось бы величиною СХ. Та 

кимь образомъ членъ, показывай изыБнене скорости въ произ 

вольнохгь (криволннейномъ) движени только по величин%, опред 

ляеть въ прямолинейномъ движения полное изиБнен!е скорости. 

ДЪля вторую и третью часть выраженя (47) на А!, найдемъ: 

№ 

А — 
(18) 

Остановимся сначала на раземотрьЕи перваго члена второй части 

равенства," т. е. того, который заключаеть въ себф вехторъ СР, пред 
отаванюний изаБнен!е скорости только по величин. Обозначая его 

через" р зможемъ написать 

Ольдуеть аамтить, что прелстазляющаяся намь теперь зодеча вахожде 
и1о ускореязя, которое пуфетр лотка ля данное мтповеи!ю, кавь фантора, опре 
дающего собою быстроту памёнени скорости шо величин® —. явияетея 
съ мизематической стороны тождественной с зопросомь объ опредфлевш ено- 
рости точки въ изьфотное мгновеше по данному разстолнро, съ точин же 
зрымя механической задлча эта лошь аналогична упомянутому вопросу. ДЯЯ- 
отвительшо, при опредьлени скорости намъ нужно было пайти величину (2), 
воторля опредёиина бы собою быстрогу измены данной функцит (#) нфото 
рой перемфиной незаписвмой (#) въ заяпепмости огь изыфиен! послёдней 

Мы нашли, что такая величина представляющая в. свою очередь фуньцёо 
премови, выражается такы: 

ва (2) р. 
‘м, 

Вь чемь не состошть нелла задача теперь при опредёлени усворен, кавъ 
величины, опредбляющей собою быстроту измьыен!я скорости въ зляясихосты 
оть времени? Тажь какъ скорость воть опять фуньци времени, принимаемаго 
за воависымую поромьнную, 10 незиь предстопть даль отвЫть на тоть же по 
сущности дьла вопросъ: пайти велгчину (#), которая опредёляла бы собою 
быстроту изыбнешя данной функафт (5) э®которой перемфиной независимой (#) 
въ золиеимоств оть измьнетй послёдней. 

Очевидно, м ходь разсужден!й п результать охъ до пжиы осталься поэтому 
тЬми же сомыми; т. е, мы должны обнаружить, что 

*) Здвсь по ставпуь черточень пад» обовначешями скоростей, такъ хань овб 
совиадають во направленио к потому геометрическая разность (6, +, — 4; ) равна 
алгебрической. Разумъется постанойва черточокь ие будеть ошибочна но во вея- 

ком» случав излишня. 
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Однако, приду разничы ть механичесвой сторойь попроси, мы якратц® 
пзловмт ходъ разсушдены, подущИ къ онредфистню уекоревы & по данной 
зитепмости между скоростью и премопемь. 

Если бы разематраваемое нами движене было движещемь равно- 

церемвниымъ, т. е. такимь, въ которомъ приращеня екорости по зе- 
личниВ были бы пропорщональны соотвгетвующигь промежуткамь 

времени, то откошене д было бы постоянным. Яеля же двыжете 

будеть, вообще говоря. неравнонеремнньегь. 10 указанное огноше- 
не будеть завповть огь величины промежутка времени А? нодобно 

этому, какъ это мы нули для средней скорости въ перемВиномЪъ дви- 

жении ($ 50). 
Мы не знаехь, какъ въ дфйствительностн измбнядлаеь скорость 

по величнив, но такъ капъ для онредфлевя ускорейя мы поступили 
подобно тому, какъ это было сдАлано въ случаВ движеня разно- 

неремЪннаго, т. . взяли отношеше приращев! я скорости къ соотвЪт- 

ствующему промекутку времеви, то мы можемтъ ецазать, что опредзлен- 

ная нами величина #., будетъ предетавиять обо ускореше тахото ра- 
ноперемвннато движения, которое еъ нашим движешемъ будетъ иметь 
то общее свойство, что приразценйя скорости по величин въ одинь 
и тоть же взятый промеяутокъ времени АЁ равны между собото. 

Если бы мы сталя брать другая величины для А{ п находили бы 

дли нихъ средшя ускорсшя, то значея ихъ, вообще говоря. отли- 

цались бы оть зе Разница между обфими величинами подобно тому, 

какъ мы это публи при опредфлешт скороети въ данное мтяовевте, 
будеть шетепенно уменьшатьея по мрЪ уменьшеня промежутка А+ 
ц можеть быть сдБлава произвольно малой. По такъ какъ некомое 
ускорен дли даннаго меновеня ость величина постоянная, не за- 

висящая отъ элемента времени Аь среднее же ускорее А по рб 

умевышевя А, измёняясь вмфотВ съ вихь, какъ только эго было 

указано, можеть быть приближено къ ускоренно въ данное утнове- 
йе какъ угодно близко, то мы занлючаемьъ, что поелёднее будеть 
предфломь средняго ускоревя, т. е. 

Паломнимь что зы говорим лока только о той части полваго уеко- 
реяця, которая опредфляеть быстроту измфненйя екорости по величин. 

Обращаяеь къ фиг 80 на которой 
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вятея ифкоторымь отрёзкомъ СС, м. найдемь, по пр. (57) преде 

сохраняющны прежнее направлено, т. ©. направлешме касательной 
ьь точкВ д. Ъвиду атого раземасриваезгую ‘часть пониаго уско- 

решы, опредфляющую быетроту изувнетя екорости въ данное угно- 

нене по величинф, называть касательнымъ ускорсшемь. Итакъ 
мы можемь сказать, что касательное ускорен!е равно предфлу 
отноше! я алгобрическато приращен!я скорости, т. е. изм}- 
непыр од по воличинв, къ соотвЪтотвующему промежутку 
времени. 

$ 71. Нормальное уекорене. Полное ускореве. 
Раземотримь чеперь другую часть средняго ускореюя (ур 48) 

РР 
АЕ 

, 

куца входить векторъ 74), опредфляоной измёненае скорости пе на- 

правлению. Обозкачая соотвфтствующее ускорен!е, т.е. ускореше, 

выражающее быетроту измфневя скорости по ваправлен!ю для 

даннато мгновеня, черезъ и, мы на основаши всего изложеннаго мо- 
жемь заключить, что ускорене это (составляницее часть полнато 
ускорения въ данное мгновек!е) будеть выражаться предфломь по 
елфдиято отнотевя, т. е 

Какъ будеть направлено и? 
При уменьшены промежутка времени до нуля векторь ВР етре- 

митея къ совпадевию съ векторомь ВС; при этомь уголь СВО 

стремится къ нулю. Слёдовательно, въ ревнобедренномъ треуголь 

никз ЕВР каждый изъ прочихъ двухъь угловъ стремитея въ пря- 

мому; а потому вь предфяВ лия О и совпадающая постоянно 

с, нею по направленно величина я будеть кормальна къ ско- 
рости и или къ касательной въ траектойи въ точЕЁ 4 и изо 
бразитея нЪкоторымъ векторомь АМ==н. Ввиду этого разематри- 

заемой часты полнаго ускорея присваивають назваше нормаль- 
наго ускореня 

УАь 
Мы ныЪли втише что среднее полное ускоренк (5) выражаете т 

` 
тавъ (ур. 48): 

4и _ СЁ 
тм 

т. е. оно выражается замыкающей треутольняьа, построеннаго на ве 

личинахь, стоящихь въ правой части равенства. Слдовательно, и 

„РР 
\ 
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предзлы вефхь этнхь величивъ будуть составлять нъ осповаши 

извбехной теоремы ($ 65) треугольникь те 

гар [И 
днихь двухъ члоповъ изображаются вехторами Предвлы же пое: 

АХ и АХ, а пр.(: 

представится векторомгь -(П”= и, такь какъ и 

номъ случаф ® и и взанмноперпендикулярны, а потому’ 

® 
)— полное ускорее движеня въ мтновеню $ 

Вт дан- 

(0) 

При этомгь, какь видно изъ пертожа, полное ускорение веегдл па- 
правлено внутрь кривой. 

Расчленсн!е полнаго ускореня # на два составляющихь — каса- 
тельное (тангеншальное} и нормальное —удобно въ томь отноптен!и, 
что каждое изъ нихь выражаеть быстроту измЪненя скорости вь 

одномъ какомъ-либо отношен!и; касательное ускорен!е показываеть 
быстроту измвнешя скорости по величияф, а нормальное—по на- 
правленно. 

Что касается величинь этихъ ускорсшй, то для касательнаго 
ускоретя мы уже имфли: 

А+ ра 

тдь \: — алгебричеекая разность между скоростями ру Из, Ро 

яено и изъ самаго опредвленя этого ускореня, Величину пормаль- 
нато ускоретя найдемъь такъ (фиг. 80а): изъ равнобедреннао тре 

угольника ВЕ, опустивъ перпендикуляръ изъ точки В на РР, и 

обозначал утоль ИВЛ черезь Аф, получаем: 

№ 
Гр = ыт > 

Пьля все выражекте на ДЁ и беря предфлъ, имфемъ 

*) Не удерживаемь для обозначения ускореныт буквы и (ассеПегаНо—ускорон!о), 
во-первыхь потому, что буква эта очень часто вотрфчается какъ коефишенть, а 

зо-вторыхь потому, что начальныя буквы адфавыта употребляются обыкновение для 
обозналеня постоявныхь, & не перемфиныхь количеетит, у 
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Прообразуя ваходимъ 

ро 

пр Е 

= ир. ина Пр ( 

801 

Опредвлимь знлчензя ‹боцхь предъловь Первый пзъ ви\ъ те 

.( 

при уменьшен! угла р до нуля равенъ еданииф Докажемь э1о па 
зожешще. 

©. Прлдниъ. Фепоны мелинеи. 3 
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$ 72, Предфхь отношеная синуса элементарной дуги въ самой дуг при 
уменьшен дуги до нуля. 

Изъ фиг. 81. тд АЬ есть элементарная дуга, соотьЪтотвующя 
углу Ау, нмЪемь: _. 

АВ < 42, 

то легко можеть быть усмотрно изъ соотношеня между площадями 
треугольника ОЛР н сектора О4В, причемъ поелфдняя меньше пер- 
вой. Но лиюя ВС въ свою ‘очередь меньше хорды АВ а потому 

паемъ 

БС << АЪ 
тёдовательну 

вс<4В<4г. 
Для всЪ члены нп ращу"ь ? получимъ” 

ВС _ АВ ыы 
т р 

и . 
„.“ т Ар < 4539 

^ Дъля первую п вторую часть ил уголь 
рт С... Аз. найдемь 

8 Аф 81 Я 51 
\ ткЪ ЕАкЪ 

АЗ и 

пт \ 5т де 
т^ 8 Аз” 

откуда . 
Ао 

203 А. < ". ы 

то . 
ат А воз № < т <1 

Бо при уменьшеиАф до нуля ‘с0%2 стремится къ 1 а потому и 
вт Ао 
Ло * также стремится въ единиц т е 

Перейдемъ теперь къ опредфлен!ю второго изъ имфюдихея предловъ 

$ 93. Предьшь отношеня злежентаркаго угяа къ соотвфтетвующему 

промежутку времени. 
Раземотримъ первоначально чему равняется 
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зт случаВ крутового движевшя (фтт 3?) Шзъ чертека ямбемъ 

1. Ар = 45 
откуда р 

Ао = А; — т 

‘ат А Цуля обЪ части на 4 мт 

А АЕ» 

й осря предфль окончательно получаемъ 

Аз 3$ 1 5 —] = Е — - < 54 пр [57 пр: г ; (54) 

Раземотрихмь тенерь движен!е по произвольной траекторы. Во- 

образимъ вт точкф траектори, опредёляемой мтновенемъ & круть 

кривизны (8 60); тогда для него имеем" 

хдё Аф, — элементарный уголь, 

Аз; — элементарная дуга круга, 
т — радтуеъ кривизны въ точЕй 4. 

На основан выражемя (35) пнпехъ 

Въ таномь случав 

Аз 
пр (**) пр. 

Итакъ 

Каюъ видимъ, выращен!е это олрилково съ найденнымь для вру- 
товой траектори {54). 

$ 7%, Продолжеше 8 71 

Итакъ мы нашли 

зав АР 
2 

пр Г =1 

> 

№.) = $ 

тр (5 т 



и Остовы икхаНИКИ. 

Ветавлия величины эхн вт выражено 

к ит 8. 
52 р 

) для нормальнато ускорсня 

2 А 

ы: (= пр. [5% 
и 

получить 

Такь какъ пормальное уекореме соппалаеть @ь радтусомъ кри- 

визны н направлено къ центру кривизны (фис. 80а), то его назы 
ваютъ тающе центростремительнымь ускоренем, 

Итакъ для ускореюй въ пропзрольномь лвижешш получили сий- 
дующиг выражен: 

касательное ускоренк 
А 3 а. (17) (55) 

нормальное уекорене 

(56) 

потное ускоренюе 

(57) ыы 
Наиравленя касательнаго 1 иормальнаго успоренй опредфляюлет 

самыми назваямн ихъ. 

Что касается величинъ едлннць для изубреня ускорешя. т ши 
нимая за основных: единицу длинны — савтиметрь и единниу вре- 

‹екунду, за единицу касательнаго ускореши мы можемъ при- 
нять ускореше чакото равноускореннаго прямолинейнаго движешя 
{скорость изыБияется только по величин»), въ которомь скорость въ 
секунду увеличивается на одинъ сантиметр», дёленный "ил секунду. 

Единвией же нормальнато ускореня можеть служить ускореше 
такого равномрнаго кругового движет я (скорость измВняетея только 
по направленно и при томь пропоршюнально времени), въ которомь 
точка находясь отъ центра на разехоянш одного сантиметра, прохо- 
дить въ секувду дугу, равную одному сантиметру; д®йствительно 
при =1 и г=1 мы нолучимъ *==1. 

Не трудно убфдаться, что нормальное уснорелеь пыфеть го ве 1зыфреше 
закъ п ускорее касвтельное. Въ самомъ дёлЬ: 

мени 

(иаыбр. ий _ (А-Я ар 
ар? —аыбрх — Р 1 тт 

Уцпотрабляя обозначешя диференцальнаго почисленя, будезъ пмёть, 
_ в 
= 
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зп зокеь кале 

Доле 

‚Г аь И 
в: У (+) -- (:.) . 

$ 95. Нормельное ускорене въ крутовомъ движены. 
Нахожден!е веничины нормальнаго ускорешя въ общемъ случаь 

двнщешя по прозвольной траекторли 

требуетъ, каюь мы видфли, н®которыхъ 

допольятельныхь евфдЬвй по геометрит, 

каховы повямя о радрусв и кругВ кри- 

сизны и т, д. Въ простЬйшемтъ случаз 

кругового равномфрнаго двыженя вели- 
чина нормальнаго ускореня можеть быть 
найдена боле проетымъ путемь, а 

именно (фиг. 83): проведемъ изъ точки 
В венторъь ВС, равный т. Оль обра- 

зуеть съ равною ему по величин ско- 
ростыю вр, УГОЛЪ А9. 

Изъ подобия треугольниковъ АВО п РОД имфемъ 

бр _ ав 
ва 40 

иш Ан 

откуда 

ДЬля ил Аи беря предфлъ найдемъ 

Аи # 
ПР ДР = ПР Ш др 

== (56) 

$ 76. Ускореме въ чаетныхь видахь движенй. 

1 Дано: 
‚2 

= —=0 т 



и Осцевы ТЕЛАЕНЬН, 

что можеть оыть въ двухъ случаяхь: иля тогда, когда а — точка 
находитеи въ поков—нли когда” == < т. е. траекторя прямая, 
Въ такомь стучав 

@ = А, 

т, е. полное ускорене равно касательному; таквмъ обрлзозгь скорость 
точки измфняется только по величин. 

5 
А 

= ар. |=. | = 2: де 
Въ данвомъ слутаВ Ар == и. м--%, =0; скорость по величиив 

вс пзубняете; Цвижене равном рное. При этомъ 

46 —= и. 

3. 2 =0 1 =0 сл6дов, и @ =0 

Двшжоно прямолинейное п равномёрное 

з Ав ‚ м . 
7 = пр (“= Сон. (постояшиой величин»). 

Гогда 

Скорость Помвиотея пропорщенальне времени, Двине равно 

перем нное: если хи > 0, то равноускоренное; вели же с < 9 13 

движен равнозамедленное. 

п =— Солзё, Е ==) 

‘лфдовательн  — (Сонз., а потому п 

= — = бы 
п 

Пыфемь случай вругового равномЬрнаго движеши. 

$ 71. Опредблене касатольнаго ускорешя графически. 
Если заковъ разстояй заданъ графически и требуется найти 

величину касательнаго ускореня (или полнаго ускоретя, если дви- 

жене будеть прямодивейнымь) въ мгновене & то предварительнс 

строимъ по извбетному шуему кривую скороетей, т. с. кривую, вы- 

рэжанщую зависимость между скорастью и временемъ ($ 54). Кри- 

вая ускоренй строитея совершенно подобнывмь же образомъ, какъ 

это можно видёть изъ слёдующато примВра. 

Пусть имфемъ скорость въ зависимости отъ времени заданной 

хризой, предотавленной на фиг. 84. Возьмемъ мгновене & скерость 
двяжешя изнфряется ординатою а.4. Ироведемъ еВкущую черезь точки 

АВ С-+ 80); тогда среднее касательное ускореше для времепи ' 
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А! будегь равпо 
2 А 

М = и АВС 

Мелал найти дФетвительную величину васательнаго }скоревя въ 

мгновен!е &, будемь уменьшать АБ сфкущая „В будеть при этомь 

+ 

А 

82 

приолижаться къ касатетьной ©ъ которой и сольется котпа Аё по 
лежимьъ равнымъ нулю 

СлЬдовательно 
А 

7 = пр (%.,) = пр. м=9 «кр 

т. ©. касательное ускореше по численной величикВ выражается 
чнеленнымь танхенсомъ угла, образуемаго касательной къ 
кривой скоростей въ точкЪ соотвётствующей данному 
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мновен!ю, съ осью временг. Онредфлях велизиву этихъ тав- 
тонеовъ для различныхь точекъ кривой п откладывая ихъ соотвЪт- 

ственно вверхъь пли внизъ но оеи & (фит. 35, эм будемь нмбть 
фядь точек, онредфляющихь величины уехорсн: проведя через 
нихъ кривую, мы п получимь графичеехулю зависимость касателрнаго 
ускореня огь времени. Не останавливаемея бол%е подробно на этожь 

вопроев, такь какъ веф сообрашены, насшюлуиен построен кривой 

скоростей по данной кривой разстеный ($ 51} пммотъ иелосрел- 

ственное приложеще и въ настоящемъ случаф. Обратим здфеь вни- 
мае лишь на то, что точки, для которыхь производитеи построе- 
ве ускоронйй, должны быть выбпраемы въ каждомь чаетномь влу- 
ча такъ, чтобы видъ высхрапваемой кривой опродзлилен еъ необхо- 

димой точноетью на восемь прожяжение лил. 

$ 78. 0 нанбоньшихь я нанменьшихь зеличинахь разотоян!И. 
Выше ть $ 55 мм товорили о наибольших» п папменьшихь аннчеияхь 

разстоянй при чемъ быпо повазано, что ирн чакихь значещихь скорость 
абратцается въ нуль, Каслтельшое ускореше позволяеть указать, когда мы бу- 

демь пмфть лепбольшее аначеше дли разетонийх, когда вамменыиее *). 
ДЬНотвительно, еслы $ будеть пмёть ланбольую величину, тд вровая 

скоростей пыфеть таное нанравлеше, что насательныя, проведепныя къ ней 
около высшаго мгновешя образують съ осью временъ тулые углы **), а. олф- 

доваленьно, ускорешв будеть отрицательныхь л наобороть, Тазизиь образомь 
если для какого либо мгиозона споресть равна нулю, в насательвое ускоро- 
вю будогь меньше пупя. то разетолые будоть имьть павбольшее зяачене: 
при скорости зле разной нулю п полошительномь касвтельномь ускорени раз 
стояве будеть занменьшимь. 

Распространия только что сказанное иа ироизвольпыл вепрерыино илыф- 
наюцияся фупицыт, изъ самой сущиости дла придемь въ дующимь выво- 
даль: при напбольнихь или вазменьшихь зиачешихь фувинИй! велщишии, по- 
вазызающан быстроту пзуфномя фувнши съ лзыфнешемь леремвилой пеза- 

т. в. производная функц ло‘перемёниой незапнепмой должна рав- 
ияться нупю, тачф кяжь разоматриваемое мгновоне (значене перемфнной\ 
блужить гравящеЁ мелду увеличенемь функцих съ увоапчешем» незазиел- 
мой перемфнной (производная до этого момента положятельна) и умевьше- 
эчемр функщи съ продолжеющимся увеличещемь незавпепьой перемфнной 
{(пролазодная отрицательна). 

`Еслп затАме вторая производиея (соотвфтотвующая касательнолу ускоре 
нио въ случа движения) будеть отрицательной, то функщя изфеть наиболь 
об значене; въ обратномъ случа нанменьшее 

Премь высшей математики, поередствомь котораго отыскивоюзь макоп- 
мумъ и манимухь данной фупицию подоблый изпоженному, состоить въ сл$- 
дующемь: пахолять первую производную фупяция, приравнивають ое путю п 

*; Выраженя «намболыы » п «наименьний» разумёются не зъ чбсолюлиюмь, а 
зъ злгобричеекомъ омысл®, танъ напр. —83> — 

*) Ордаваты кризой скоростей уменьшаются до нуля, а затьиь будучи стри 
цательными, возрастають по абсолютной зеличин, 
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опредуалють знечеше порезйниой иезаопеимой. Беруть затьмэ рторую произ- 
подную, вводить из пес вычполенное значеше перемфивой пезависпмой м есхл 
полученная неличиие будоль больше пуля, то фупким при пайденномь зиа- 
пенбе позаписимой пыфоть минимумь, +ь обратвоми случаь манопмум». 

Бели бы этораи производная была нупемь, го обращаются въ дальньй- 
ших», производпыхь, причемь ву случаЪ палбольшаго пли напменьшщаго ава- 
зсшя функиы порвая пообрицающаией въ пуль пропзвол 
четнато порядка (вторая, четвертая и т, д). 

долита быгь 

$ 79. Равяоперенфнное движеще. 
Ознакомимея болфе подробио съ завнепмоетью разетояя оть 

времени, пыраженлою уравнезсмь второй степени относптельно :. 

(58) 

Мы будемь избть въ этомь слупаз движене равнонеремфнное. 

Дъфйствительно опредъьляя послфдовательно ги А найдемъ: 

ф-н 36. 

2е == Се. 

= Не 

1 

Опредзлимь механическое значеше повтоянныхъ величинъ а $ 
и «. Полатая въ уравнении (58) # равнызмъ нулю, получнаь 4 = 

Подобньюь же обравомь изъ выражен! скорости найдемъ го ь 

Что касается с, 10 оно равно половин касательваго ускореня. 
Ветавляя эти зпаченя въ формулы для разсточвя п скорости бу 

демъ ихфть: 

Эты уравнеюя м могугь служить для рышезтя веовозможныхь во 
просовь, относящихся къ равнопереминому движеню. Въ нихъ вхо 
дять слфдуюдия величины: $ 5, 8, в», Ён Ь если четыре будуть 
даны, то остальныя дв могутъ быть опредфлены. Помня эти урав 
невя весьма нетрудно простой подстановкой найти нензвстныя 

величины ин при томъ всегда можно опредфлить, достаточно ли дая 
ныхь имвется для рёшетя преддагаемаго вопроса. 

Въ частномь случа, ееди в == 0 получимь 

эм к № 
ИЕ (60) 
=ц-+& 

ели ‘кромё того и ъ, будеть равно нулю, то 

(63) 
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Вов указанныя уравнения пригодны для произвольной траектории 

( — кавательное ускорен!е). Шолн же траектомя будеть прямо- 

лчнейной, то касательное ускореве Х равно полному ускорепио 

4 потому можемь налиеать: 

== НЕ и | 

= 5 

3 80, Задачи 
1. Тёло, двигаясь равноускоренно ль 5 мин. прошло разетояяю 

въ 300 метр. Найти ускореве. 

2. Рьшить предыдущую задачу отдъльно при каждом изъ сл®- 
дующихь предположен! а) до начала временъ тбломъ пройдено 

разетояне въ 300 м.; 6) тЬло имфло начальную скорость 10 м./сек. 
3. Двыжущееся тВло имфеть скорость въ 30 м./сек.; тремя ееку- 

дами раньше скоросль была 8 м./сек. Какъ велико ускорене твла? 

+. Тфло, двитаяеь съ ускорешемь 2 м./оек.?, проитло разетояно въ 

48 м Найти вромя, которое на это потребовалось. 
5. Каково ускорене тЁла, которое въ течеве 6 сек проходить 

45 метр., имфя начальную скорость въ 2 м/сек? 
6. Цайты ускоренме снаряда, еъ которымь онъ двигалея въ ка 

налв орущя длиною 4 м. если у дула онъ имВль скорость 480 м/сек. 

7. Найти ускореше тЪла, скорость котораго въ течете минут 

возросла съ 3 до 128 м./еек. 

$. Мельзнодорожный пофздт, итьюцщИИ скорость 46,8 ьм. въ Часть 

тормозится такъ, чте скорость его въ каждую секунду убываеть ва 
2 м/сек. Бакова будеть его скорость (часовая) по истечени 6 сев.? 

у. Какой путь пройдетъ этотъ пофадъ до момента остановим? 

10. Побздъ, идудий со скоростью 30 верстъ въ часъ, затормаженъ 

и остановленъ на разстояйи въ 300 саж при чемъ равномБрно 

уменьшаль свою скорость. Найти ускорен!е. 

11. Найти ускорен1е прямолинейнато равноперемБинаго движеня 

въ которомъ тЁло прошло 480 м. при чемь конечная скорость рав- 
нялась 9 м/сек, а начальная 10 м/сек. 6} найти время въ тече- 

ве потораго тЪло проходить 300 м 

12. Дано 8=14) 
Можеть ли быть найдено полное ускорее въ круговомъ движеяи? 

13. Показать, что ускорене въ прямолинейномь движени при 

= — 6, 
есть величина постояннля 

<} Евли пе сдфлано овобыхь оговорокт, то цвижене предволаглется равнонере- 

чВнныхь л прямолинейльзь. 



Тл \ ускорения. 123 

14. Дано: = 92. 

Какой вндь должна имфть травктормя чтобы потное ускореве оыто 

по величин постоявньегь? 
15. Точка описываеть кругь радусомь вт 10 моар при чемъ 

разетояне, ею проходимое, выражается тань: 

= 28. 

Найти касательное, нормальное и полное }скоревя еч движеюя въ 
хониВ третьей оскунды? 

16. Во сколько разъ измбнится численная величина единицы 

ускорея вь слВлующихь случаях: 
&) единииа длины увеличена въ 10 разъ; 

5) за единииу длины выЪето метра взять футь; 

в) за единицу времени выБето секунды взята минута? 
17. Ускореве движеня (полное) разно нулю Показать что дви 

ьен!е будеть прямоливейнымь и равномёрнымъ. 

18. Нормальное ускорен!е постоянно и равно ? Кавательное = 0 
Что можно сказать о самомъь ивяжения. 

19. Найти ращуеъ круга при данныхь иредыду шей задачи если 

екороеть движущейся точки равна 6 м 
20. Найти нормальное ускорее прин данныхъ задачи № 10 

въ начальный моментъ тормаженя въ тошь случаВ если остановка 
произошла на дуг круга радруса 200°. 

21. Тфло движется равномфрно по окружности со скоростью 
+ фут/еек., вричемь проходить полную окружность въ 10 сек. Найти 

величину и направлен! средняго ускореня, при прохождени тБломъ 
4} первой четверти окружности и 6) первой половины окружности 

22. Найти нормальное ускорсве точки на экватор, руковод 
ствуясь слБдующими приблизительными данкыми: ращуеъ земли— 
6.400 км., время полнаго оборота—94 часа 

38. Зависнмость разетояя отъ времени для точки, двыжущейся 
по кругу съ радтусомъ ’ дана уравнешемъ з = ай Найти 

4 #0 
Ъ г 
9 в=/0 

24. Завиенмоеть разстояюмя оть времени дана кривой (фиг 86) 

Построить соотв тетвующея кривыя скоростей и ускорен!й. 

25. Построить кривую касательныхь ускорен! по данной кривой 

скоростей (фиг. 87). 

26. Начертить кривую выражлющую зависимость между еворостью 

и проходимымъ пофздомъ путемъ пользуясь данными задачи № 10 
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27, Скорость движеяя уменьшается пропорнонально времели. 
Какой ваядъ будеть имфть кривая, выралемолдая зависимость каса- 

тельнаго ускорсвя огъ времени? 

56 

25. Вривая разотоян! плетъ точку перегиба: чем) рави вт 

этоть моменть касательное ускорене? * 

В 
8 

+ 

3 

2. 

7 

| 

. 2 3 + $ ? : 

81 

29. Какое обобщеге можетъ быть внесено въ задан предыду 

маго примра, если траектоя прямая? 
30 Зависимость равстоящя оть времени зь прямолинейномъ двя 

} О почкё перегиба ом выве $ 
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вени дана ураввешемнь з = 2 --  —& Постронть кривую разетоя 

я п соотвфтствующе кривыя скоростей и ускоревй. 

31. Начергить кривую разстоявй, скоростей и ускоренй, руко 

водетвуиеь данвыми задачи № 10. 

Приичение. Обратить вниманию на выюоръ маспихабонъ 

32. Дано: = 8%. 

Построить кривыя скоростей и ускорении. 

33. Зависимость разетояня отъ временн дана уравяетемъ 

8 — 19% 

Опредфлить. когда тфло будетъ находиться на наибольмемь удалент 

оть начала разетоянйй. 

34. Даны завиенмости разетояв!й отд времени 

а) : 5 ЗИ; 0) з= и Ы—, 

Требуется опредблить въ какое мгновене разетояне точки отъ на 

чала разстоян!й будеть наибольшимь илн нанменьшимъ 

Ршенйя задачь 
Ка < 

18 к ДВ ;==900 м #==5 60 =300 сек Искомос ускорене 

7 = 0,02 м.[6ех". 

2. а) =, + ->, 16 $ =300, 1 =0,0133 м сек 

— 0,06 м./сек.. ТД в = 10,1 
3 в = о 24, тлф в == 30, ц = 6 = 8; = 8 м./век.”, 

$ ДЕ 3=43 1=6; }=2,66 

3. 

28800 з./сев 
4 В = м.[60к.?. 
8. 3,6 км./уле 

3. 49,25 м. 
10, 104,26 саж. /еек. 

11. а) &=0,1; 0) = мин. 57,0 сек. 

18. Нъть, такь какъ для опредфлешя полнаго ускореня (1) 

нужно знать нормальное ускореве (п), зависящее оть радёуса круга 

18 Опредфаяемъ скорость и ускореше, пользуясь формулами: 

АБ 
Аё? 

А 
р. п7 = р 

откуда находимъ # = — 12. 
14. Касательное ускорсые А =4. Чтобы полное ускорене оыло 2 

постояннымь нормальное ускорен!е я == „ должно быть поотоянныхь 
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С, слудовательно ращусъ кривизны травкторт 

должень рости пропормонально {* 
15.254 Ё=4 п =; ю =. 
18. а) Ускорене численно уменьшияея въ 10 разъ 

5) Ускорее численно увеличится въ 3,98 разъ 

3) Ускореше чпеленно увеличится въ 60° разъ. 

17 Еели полное ускореше м , то слёд. равны вь отдль- 

ности нулю Кн п; но й=0, когда "== Соня, а в = 0, вели * >< 0, 

но не равна нулю въ томь елучаВ. когда г ==02 т, е, траехтойя 
прямая 

18. См $ 76. 
19. = Юм 

+ 
90. п =, ТА] ®= 20800 ==13 мсек 36007 
21. ЗдБеь есть только постоянное по величинЬ нормальное \еко 

фене, равное : 5 

23. п == 0,084 м./сек.?. 

23. 

э4. 

6. 

10 12 

а 

> . Полное зсьореве равно нулю 
. См. 5$ 54 м 77. 

31. Найдя г ==, (6) п # = 3.(#), строимъ ихъ ло точкамъ. 

32. См. $ 56, задача 13, 
33. Приравнизаемъь выражен!е скорости (первой производной) 

+ —= 81° — 19 нулю и находимъь изъ иего # 2 Нодетавляя эту 

величину въ уравиен!е разотояжй, получимъ -= 16. 

Ускоренья (вторая производлал) # == 4# будуть соотвтелвенио Ё=+^ 

имфть слфдующия значення: -8 и — 8. Слфдовательно з==-- 16 

представить наибольшеее удалеше точки въ направления отрида- 
тельныхь разетоян, а -- 16 то же для положительных разетоянй 
Сказанное не трудно уелотрЬть непосредственно на чертеж». 

34. Сы. предыдущую задату 

4) $ наиб. при # = &› 8 нанм при $=0 

6) наб пря #=2 

х = 

$ 81 Угловое ускореше 
Еели точка движется по кругу то скорость ея ® выружлетея эт 

завиеимости отъ радтуса круга г и угловой скорости ®, согласно вы 
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ведсппом} въ $$ 59 и 61 слфдующимь образолгь 

=. 

Воспользуемся этимъ выраженемь длу опродфлетя касатольнаго 
и нормаллнаго убкоревй-—№ и и. Мы получимъ: 

р м т А] Ао 
ПР. др др. др (63) 

2)? 

в —= ©) {64 й 

Еели вт выражеши для / положимь =1 10 

А 
(№), „= р. м 

Мы получимь величин) касательнаго ускоревя для точьи, движу- 
щейся по кругу, радуеъ котораго равенъ единиц. Такое ускореше 

соотвЪтотвенно угловой скорости называють угловымъ тскоре 
заемъ; обозначля его буквою 1 будемь имбть 

(60) 

Измфреюме единицы углового ускоретя будетъ таково 

__ изыёр. ® т т’ 
ИзмБр. == = Е т 

т е. равно сдиницЪ, дёленной на квадратъ секунды. 

Полное ‘ускоре{е точки въ данное мтновене представится при 

помощи углового ускорешя и угловой скорости въ слфдующемь 
вид: 

= Ив = у + о УР (66) 

Формула эта показываеть что для опредфленя ускорешя #2 должны 
быть извфотны: радуеь кривязны (въ частномь случа кругового 
движеня-—ращусь круга) — и угловая скорость о. 

Не трудно найти, подобно изложенному выше ($ 76), каюъ вы- 

разится ускорел в въ частныхъ случаях движевя въ зависимости 
отъёи®. 

Опредфлимь соотношен!я, существующ!я между угломъ, соотв®т 

ствующимь дуг пройденной движущейся точкою, угловой ско 

роетью п угловымъ ускорешемь въ случаЗ равноперемфынаго дви 
женя. Въ выражетяхь 

Е т о 5 => 

д, + 
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ими въ вуду круговое двпжене, можемъ едёлать елдучонкую за 
иБиу. еохрания принятыя въине обозначевя; 

Ирн этомь получимь 

= Ни | (вт) 

ой 

Примфвошемь этихъ и призоденныхь выше ($ 70} Формуль и рь 

шаются вов вопросы, отноеяиеся кь круговому равноперембнному 
движенио. 

$ 88. Задачи. 
1. Цолесо аметрозь 0,5 м. далаеть 36 обор. въ мин. Каково будеть 

ускорене точекъ на ободё ето, если въ хечен!е 6 сек. число обаро 

товъ равномврео возрастетъ до 54 въ мии. 

2. Колесо дфлаеть 200 обороховъ вь чаеъ. Выразить угловую 

«Борость сто: а) въ угловыхь единицахь (раданахь) въ сек. 6) въ 
градуезкь въ минуту. 

. При равноускоренномъ врашониг точки начальния угловая ско 
роеть ея равна 5, а черезъ 5 млн. 20. 

2) Найтп число оборотовт, которое совамцила при этемг точьл, 
5) Найти угловое ускореп. 

4. 'Тормазное колесо даметромь 1,25 м. дБлаегь 94 оборота вт 

минуту; при нажатии тормаза колеео вратетен съ замедленемя 
вЪ 0.0314 м. ` 

а) Сколько обороторъ едфлаеть колесо до момента остановки? 

5) Въ течен!е какого времени произойдетт остановка? 

Рьшеня задачт. 

3 Окорость въ начал 1 ск —1,21 м./век. въ воннЬ 6 сек — 

181 

3 0 5== 0,05, д== Е 5 5.300 — 

О 2597 обор 
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Сложене ускоренй 

$ 83. Общее правило сложешя ускорен Я. 
Мы уже касалиеь въ предыдущей главф вопроса о еложени уско- 

рен; дрйствительно было показано ($ 71), что полное ускореше 

есть гоометричеекая сумма ускоровя касательнато и нормальнаго 
Поэтому первое можеть быть названо составнымъ ускорешемъ, по 

88 

влфдея- составляющими его. Разомотримь теперь вопроеъ въ боле 

общемъ видЪф; постараемся найти дЬйствательное ускорене движу 

щейся точки, составное, если даны ускоревя двухъ составляю- 
щихъ движен!й точки, короче-—составляющЕя ускорен!я предпо 
лагая переносное движене точки поступательнымть ($ 87). На фиг. 88 
кривыя АВ и АС суть траекторш двухъ движев!Й точки. 

Построимъ скорости ихъ для мхновешн { — и, и мтгновешя 
т 4 — миф’ , м. Найдемь скорость составного движеюя въ 

С Бали, Осповы молнии, э 
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ло в другое мтновеше. Возьмель произвольную точку 0 (фиг. 83), 

проведемь лннш паралельныя и раввыя указаввымь скоростям, 
Тогда датоваль ОР паралелограма, лостроеннато на, скоростях» ®, и 

даеть скорость составного движеныя ТР; такимъ же образомъ даго 
наль ОЛ предотлвляеть скорость 

ИЧАНЯНЫМ НРЕЫ 

Покажемь теперь, что пробрВтенная скорость составного движе- 

я АО въ течене промежутка времени А: веть геометрическая сумма, 

89 

пробрленныхь скоростей дважеюйЙ составлающихь АциАи те 

АЙ == Аа + М. 

'Пробрфтенная скорость движеня по АВ есть Аи — ЯН дваженя 

по Аб — Аш = ТК, дважевя составного АО = ОЕ Палравлеюя 

ихъ указаны стрёлкани 
Проведемъ изъ точки Р линю РЕ, равную и параляельную А 

соединивъ Н съ Ё, получимъ паралелограмъь ЯН, въ которомъ 42 

равна и паралельна НЕ; но ОБЛТ есть параделограмь но построе- 
нзю а потому @Л равна и паралельна ОГ Слфдовательно ЕЁ равна 

и паралельна О[ а ОН— ХЕ. Но ОНЪЕЕ-— также по построено па- 

ралелограмь; ‘въ немъ ОН’ равна и паралельна КЛ а потому ТЕ 
равна и паралельна АР слёдовательно ЕЁ равна [К = Ам". 
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Въ треугольник РЕГ имемь РГ=АП РЕ=Аь ЕР=А 
слЪдовательно 

АА + № 
Дьля воЬ члоны на АЁ 

и 
Е 

п оеря предл находимъ 

А _ м Мм? 
пр [=> (а-я 2+) 

или И _ 
У=юче (68 

т. е. составное ускорен1е есть геометрическая сумиа } ско 
рен! составляющихъ. 

А отсюда заключаемъ, что ускорения складываются по пра- 
виламъ сложен1я векторовъ; слфдовательно все то, что было вы- 
зедено отвосительно дЪйствйй надъ геометрическими величинами, а рав 
но в веф соотношен!я между геометрической суммой и слатаемыхи нахо 

дить безъ дальнёйшихь отоворокъ примБиеше и въ настоящемъ случаь 

$ 84. Сложене ускоренй въ движени, заданномъ зависимостью ко- 
ординатъ отъ времени, 

Пусть будеть дано: 

д = у=Г(@ #=А(0. 
По доказанному имзомъ: 

Аз 
+= Пр зу 

— Ау 
ТР м 

Аё 
1, — Ро 

Тавъ какъ каждое изъ составляющихь движенш прямолинейное, то 
вь немъ касательное ускорене (Л), опредфляемое по зависимости 

скорости отъ времени равно полному ускорен!ю (№) а потому имбемъ 

А%, 
96. ит 
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Изь выраженай (69) заключаем что ускорение проекщи 

движущейся точки на каждую изъ осей координатъ равно 
проекц!и ускорен|я точкя на ту же ось. 

Употрсолял ооозпалешя диферовщальнаго печиелон, найдем: 

$ 85. Задачи. 
1. Точка иметь два ускорея: 35 м.сек.? и 87 м./сек.”, напра 

вленныя лериендикулярно ‘другь въ другу Найти: а) величину и 
6) направлен составнохо ускоренн. 

2. Точка имфеть ускорене 10 м./сев.?, образующее съ осью Оз 
уголь въ 30°. Найти составляющыя ускорсшя по направлены Ох 

и бу 

3. Дано: < = — 38 уа- Найти а) соетавное ускореше 
и 6) уголъ, образуемый имъ съ осью х. 

4. Дано: х == г 00$ (&8; у == г я (®), тдЪ ® — угловая скорость. 

Опредфлить: а) траекторно (п родъ движеня точки) 6) скорость и 

в) ускореню. 

5. Точка движется равномфрно по кругу. Найти выражен для 

составляющихь ускорен по прямоугольнымт осямъ проходящямь 
черезъ центръ круга 

Рф шен1я задачъ. 

1. а) 9377 м/сек; 6) 685 съ ускоретемь 35 м [сек ? 
3. Ваходимъ послфдовательно: 

т.=2 3 
9, = 

=, 

А, = 6 

605 (# а 
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Эчоть примфрь пюказываеть выфетв съ тфмь кажь по завися 

мости координать отъ времени опредфлить скорость и ускореше. Въ 
такомъ случа находятъ эти величины отдфльно для каждой оси, & 
затбмь для опредвлешя дЪйствительныхь (составныхъ} значешй 

вкоростх и ускорешя склацывають соотвЪтотвующия величины, най 
денныя для осей. ЗдЪеь опять выступають на видь тЪ достоинетва 

опредфлевя движея посредетвомъ составляющих прямолинейныхь 

движен!й (координазь цвижущейся точки), на которыя мы уже ука- 

зывали выше ($ 41). ВелЪдетве этого такой слособъ и находитъ 

предпочтительное примВнен!е. 

4. (См. $ ). а) Возвышая х ну въ квадрать и складывая на- 
ходимъ уравнене траектории: 2*- у? , что преиставляеть круть 
съ центромъ въ началВ хоординать. Въ нлчалЪ временъ—точьа на 
ходится въ пересфчени круга съ овью 2. 

6) Соотавляюция скорости т, == — т® 5 (0) +, = 005 (9) 00 
ставпая скорость у = го. 

в) Ускореншы: составлятопия: —2® 60$ (1) и — т" зв (в); состав 

— асы) = 603 (®) На 
й — поз (о) . 

прувлене же скорости точки для угла ®ё таково: —— 5 == — 5 (6) 

Отсюда заилючаемь, что ш иг взаимноперпендикулярны, а танъ 
вакъ о направлена по касательной къ траектори (въ кругу) то № 
по радусу кь центру Такое ускорее не измфняеть величины ско 

рости; слбдовательно разоматряваемое движене есть движене равно 
мрное ($ 76) 

5. Ом предыдущую задачу 

ное 8? Направлеше его: 00$ (#0, 2) 
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Опредфлене движешя точки по скорости 

$ 86 Равномбрное движенте 
Выше мы разомотрёли вопросъ о нахождови по данной зави 

мости разстояня отъ времени велнчины скорости, направлен!е кото- 
рой мы опредфллли, имфя траевторю движев!я. Теперь предета- 

вляется обратный вопросъ’ нельзя ли, амфя скорость движевч, какъ 

функцию зремени, найти зависимость разстояя оть времени для 
даннаго движевя другими словами имЪть возможность опредёлить 

дяя любого мгновеня 

разстояне движущей- 

ся точки оть начала 
разетоян!? ИзелЪ®до- 

ваве этого вопроса и 
составить  предметь 
настоящей главы. 

Обратлыся сначала 

къ равномфрному 

движению, въ кото 
9 Е рожь скорость © сеть 

р : величина постоянная; 
; трафически  зависи- 

«< р мость между фи 

90 въ соотв5тетвующихь 

оеяхь  предотаватся 
прямой, паралельной оси $ (фиг. 90). По въ равномфрномъ движения 

скорость равыа отношению разстояня, пройденнаго точкою въ дан- 
ный промежутокъ времени, къ послфднему’ такъ для промежутка 
времени, равжаго (и —1), будемъ имбть: 

откуда 
№ я я = — В (11) 

Проводя ординаты изъ точекъь 4 и В (фиг. 90), абециеы котсрыхь 

суть фи ; найдемъ что площадь прямоугольника ЧАСОВ т е пло- 
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щадь прямоугольника, заключающагося между осью временъ, ливей 

скоростей и ординатами, соотвфтетвующими начальному и конечному 

мтновенямь взятаго промежутки времени равна 

(и — 9, 
т. в. разетояню, пройденному точкою за промежутокъ времени 4$) 
Говоря: площадь прямоугольника равняется пройденному 
чочкою разстоян1ю, мы должны понимать это такимъ обравомъ 
что въ площади прямоугольника заключается столько квадратвыхЪ 

единицъ, сколько въ пройденномь въ соотвЪтотвующее время раз- 
стоя линейныхь единиць’ поэтому точнфе можно было бы сказать 

что площадь выращаеть, измфряеть или численно равна прой- 
денному разотоянио; во имя вр виду сказанное, для краткости 
ри, говорятъ: площадь равна пройденному разстоянйо. 

Опредбляя величину площади, елВдуетъ высоты ея измфрять еди- 
вицами скорости, а основал — единицами времени; если напр. мае- 
табъ скорости будет 10 см./сек. въ одномъ см., а масштабъ временн— 

2 сек. въ одномъ см. то площадь квадрата, стороны котораго раввы 
одному см., будетъ выражать разетоян!е въ 10 см./сек. Х 8 сек. = 20 см. 

Если затЪмъ измфренная площадь будетъ содержать 8 кв. см., то раз- 

етояве. пройденное точкою, будеть равно: 20 Х 8 = 160 ем 

Здфеь слЗдуетъ обратить ввимав!е на то обетоятельство, что мы 

не получаемъ всего разстояв!н точки оть начала разстоян1й, а 

только величину перемфщен!я точки въ продолжен! даннаго проме- 
жутка времени. Еели мы желаемъ найти разетоян!е точки въ конц 

промежутка времени { (отъ начала разстоянШ) то полагая въ фор- 

мулф (71) в =и $=0, получимъ 

$5 — Я =9(#— 0) — м 
откуда 

= и (72) 

Отеюда видно, что для нахождешя 5 кромВ значеня скорости наиъ 
должно быть дано начальное разстоян!е $5 

Итакь въ разсматриваемомъ случа при опредфлетя разстоятя 
(считая его какъ всегда, отъ начала разетоян!й) должны быть даны 

скорость и начальное разстоян{е. Въ зависимоетв огъ тото, ка 
кое значен! при данной скорости дадимъ мы начальному разстояво 
я е. въ зависимости оть того, озь какой точки на траектория мы 
начнемь отечитывать разетояюя, посл$дейя получать т или друмя 

величины. Только что сказанное вполнф отвфчаеть сущности дёла 

такъ какъ начальное разотояще совершенно не зависить отЪ дру 
тихъ факторовъ, каковы время пройденное разстояве, скороеть и 

тиц и потому можеть быть и должно быть дано 06060 
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Такъ капр., еслд намъ будеть дано, что пароходь, отправивипийся 
знизъ но ВолгВ изъ Саратова, проходить въ част 93 вер., то мы можем 
пайтк разотоян!е, пройдениое нм» оть Саратова же въ любой промежу- 

товь времени. Но еели бы пожелали отечитывать разетояв!я, на кото- 
рыхъ пароходъ находится, отъ Ныжняго или отъ Казани, то кромв зна“ 
ченя скорости намь необходимо знать разотояня Саратова отъ ото или 
друтото изъ указанных городовъ; эти разетоявя и будут начальными 
разстоявями въ разоматриваемомь вопрос и выборъ того или другого 
зависить внолн® оть насъ, не завися оть скорости двяжешя парохода. 

Выборъ кнамальнаго равстоння можеть быть такимъ обравомъ едЪ 

ланъ совершение произвольно; но разъ ему прилисано опредвлен- 
ное зналене, то послёднее уже остиетея постоянным въ данномь 
вопросв. Ввиду этого начальное разстояе являотся иостоянной 
произвольной величиной. 

Скорость и начальное разотояше позволясть опредфлить при но 
мотци уравневя (72) разстоян!е точки; еели же мы хотимъ найти по 

ложене точкн въ пространств то намь должна быть дана еверхъ 
того траекторя. Слвдовательно, если мы будемъ имЪть данными: 
скорость (2), начальное разотояше (55) п трасктор!!о то двя- 
жене точки будеть онредфлено. 

$ 87. Задачи 
1. Дано: ®==— 3,  =4. Найти раветояще 

2. Рышить предыдущучо задачу графически. 
3. Опредълить разстонне, пройденное твломь оть конца третьей 

До конца шестой секунцы, если # 
4. Даво: ‹ = 2 Можно ли найти разстозне движущейся точяи 

оть начала разстоявй. 

Рьшеная задачъ. 

1.3 =4—8# ($ 86) 
2. Фиг. 90 
8. 5—5 =2 (6—3) =6. 
4 Ньть такъ какъ дия нахожщевя разотоявя (5) должно быть 

дано начальное разстояне з, (8 86) 

$ 88. Опредьлеме площеди кривой лин. 

Ранфе, нежели мы перейдемъ къ опредВлено разстояя по дзн 

ной скорости въ перемфнномь движен1и, докажемъ теорему: 

Площадь, ограниченная кривой ливзей (фиг. 91), осью 

абециеъ и двумя ординатами, есть вредёлъ суммы площа 
докъэлементарныхь прямоугольниковъ-—визшнихъ или вну 
трекнях относительно кривой—при безконечномь увели 
чен!и числа ихъ 
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Пуеть будетъ дана кривая АВ. Вычиелимь площадь ея ОАВС 
Раздвлимь основан! е взятой площади кривой на очень большое 

число элементовъ Ал, Ал, Ах... Ах; проведемь изъ точекъ дфле 

зая ординаты до перосфчешя ихъ еъ кривой. Обозначимъ величины 

ординать соотвЪтетвеняо у, ., У, м,...у„ Черезъ точки 4, а, 8, 6.. 

проведемь лил, паралельныя оси абециеъ до пересфчешя съ со 
ебдиими ординатами (вправо) или иродонженями ихь (влво). 

На каждомь элементБ Ах построено по три площадки: два прямо- 
утольника и площадка кривой А5 причехъ площадка кривой боле 

внутренняго прямоугольника, во меньше вафшняго. 
Выражая длощад- 

ки прямоугольвиковъ 
черезь ихь основав 
и высоту, получимь 
рядъ слЪдующихъ не 

равенствь 

Ах АБ УА 

ут АБ < УзА, 

9:47 ^ 4,5 < у. ы 

У АА бу, Ая 
Сложимъ соотвфт- ы 

ственныя части этихъ 
неразенствъ. 

ЗА идут ух АЗ - 4,5 А+ +45< 

<оиА + Аул уе + 

Пользуясь принятыми обознамевнми для сокращевя письма ($ 74} 

будемъ имфть 

№5 у-Аа<8 <У А, 
т 

тЕБ $ выражаеть разсычтриваемый участокъ площади кривой между 

ординатами у, и у, 

Поведемь теперь 00$ суммы прямоугольниковь къ нредвламъ 
увеличивая число прямоугольниковъ до безконечности или, что то же, 
подводя основашя всВхъ прямоутольниковъ къ нулю. При этомь 
разность между суммами прямоутольниковъ можеть быть сдфлана 
произвольно малой, иначе говоря, безконечномалой 

го дьйотитольно разность между суммой вышних и внутреннихь 
прямоугольниковъ, выражающьяоя суммой прямоугольтиковь АА, па,; аа 
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55,06; и т. д. по мЬр® увелачены числа нхь можеть быть одфлави произвольно 
малой, ме трудно обкаружить сяфдующимь пучемь. Пусть примоурольнинь 
ас. иметь воибольшуло высоту по сравненшо сф прочими подобными прямю- 
утольниуами. Есин мы прозедемь пыл Д.р и ти, ларапольвыя осл 0, то, 
очевидно, площадь Арнар будеть больше разности между суммой влъшилхь 
и слутреннихь прямоугольликовы; ло мрё увеличены чвела поолфдвихь 
отрьзовь ир будеть уменьшиться, а слАдовательно будеть уменьшильси и пло- 
щадна Алийр, причемь уменьшов!е послдией можеть продолжеться бозгра- 
нлчно; по она больше разностц между суммеми инутромиахь л памлыпхь 
прямоугольниковъ. Ольдовательно поспфил{е подавно могучь быть обижены 
Безгравяяно ло своей величин, 

Что ке касается площади кравой то эта площадь при давной ве 
личин основая будеть велняиной постоянной и будеть всегда за 

хмочаться между объими суммами, отличаясь отъ каждой изъ нихъ 
при безконечномь увеличен числа прямоутольняковъ на зелячаны 
безконечномалыя. А въ тавомъ случа мы завлючаемь, что площадь 
крнвой будеть пречбломь той и другой суммы прямоугольниковъ 

итакъ 

ит 

(78) 

Вь разсмотрышомъ только что вывод» сльдуежь брать таную площаде 
кривой, всё ордипаты которой при увеллчеши абсцись иян увелючизаюнся 
зли уменьшаются, такъ капь вл противномь спучив приведеними выше ив- 
равенства пе будуть справедаивы. Мо очевидно, что сдьланное доказытельство 
справедлтво для длощади произвольязго впда, 

Приложимь теперь доказалную теорему къ вычислению разетоя- 
ня, пройденнато точкой, по данной скорости въ случаВ перемёвнаго 

движеня 

$ 89. Опредлене разетояшя точки въ перемфкномъ движени. 
Пусть требуется найти разстояне, проёденное точкою въ течете 

} секундъ оть начала времен, воли зависимость скорости отъ вре 
мени дана функщей у — Г(#), представленной графически на фиг. 93 

Цля рёшеня этого вопроса поступимъ такъ, какъ мы дфлали это 

въ предыдущемъь параграф. РаздБлимъ промежутонъ времени & на 

нфкоторое очень большое число частей: 4,5 Аз, Ай,... А, раввыхъ 

или неравныхь между собою — безразлично. Изъ точень двлешя; 
1 2, 3,...я проведемъ орнинаты которыя и предотавять по веля 

чинВ снорости, соотвфтетвуюния мгновеямтъ, отдфляющимь одинъ 
промежутокь оть другого; обозначим эти екорости соотвтотвенно 

черезъ: 9» 9,2, .1„ Нели мы предположимъ, что скорость въ те 
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чен!е напр. перваго промежутка не м5иялась по величин® и была 
равна наименьшему значению скорости эъ течене всего вроме 
жутка а именно скорости въ начал ето т, то въ такомъ случаЪ 
точка двигалась бы равномфрио, и на основав!и найденнаго выше 
для равномфрнаго движеныт мы имфемъ что разсхоян1е, пройденное 

точкою въ этоть променутокь времени, выразилось бы площадкой 
знутренняго относительно кривой прямоугольника Ола, 1. Если бы 
скорость, оставаясь также въ течен!е А,: постоянной, была бы ро ве 

дичин% равна нанбольшему эначевю дЪйствительной скорости дви 

жешя въ продолжене разсматриваемаго промежутка А}, т.е. при во 
сходящей кривой *) была бы равна скорости въ конц А, то прой 

денное разетояне изо- 
бразилось бы площадкою —› 
внфшняго прямоугольни- 
ка Ода 1, 

Льйствительно прой 

денное разстояне, когда 
скорость не оставалась 
ностоянной, будетъ, оче- 

видно, заключаться ме- | , 
жду этими прамоуголь | .: 
никами. гы ®. . 

Разсуждая подобнымь р! .: 
же образомъ, для второго ЕЕ А Ист 
промежутка ^,ё при обо о а 
значеняхъ, указавныхь 5 

на чертеж, найдемъ, что 
пройденное точкою разстояние будеть больше площадки №6, 2 и 

меньше площадки 14.62 ит. д 
Такъ какъ разстояне, пройденное движущейся точкой въ каждый 

изъ промежутковъ, на которые мы раздёлили время &, будеть больше 
соотвфтотвующаго внутренияго прямоугольника и меньше внфишняго, 
то и вое разстояне, пройденное точкой въ течее времени & будеть 

больше суммы внутреннихъ прямоугольниковъ и меньше суммы внёш 
нихъ. Мы, слёдовательно, имфемтъ, что пройденное разстоя!е заклю 
чается по величин$ между двумя этими суммами. Но мы видфли уже 
что между отими же суммами заключается и площадь кривой, при 
чем» она представляеть собою предфлъ той и другой суммы. При 

этомь и пройденное разетояне и площадь данной кривой суть вели 

+) Восходящей кривой въ противуположность нисходящей называють такую кри 

вую ординаты которой увеличиваются съ позраставель абецлеь 
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чины постоянныя Суммы же внутреннихь я вифшнихь прямоуголь- 
ниховъ — величины перемфнныя, такъ каюъ он зависять отъ того 
чиела и, на которое мы раздфлимь данвый промежутокъ времени { 
Желя мы число этихъ частей будемъ увеличивать, умоньшая каждый 

из» элементовъ времени А.6 4.6 А и т. д., хо разность между 

двумя соотвфтотвующими прямоугольникамн (внулреннимь н вифш- 
нымь} будеть умовышатьен; будеть умевышаться также н разность 
между суммами прямоутольниковт. Разность эту мы можезгь сдфлать 
произвольно малой, стоптъ только увеличивать число промежутковъ, 

на воторое мы раздЪлили время & причемъ площадь ОДВС кривой 
и пройденыое разстояве будуть збегда заключаться между этими 
суммами. Мы, слФдовательно, видизеь, что дзф постоянвыя величины 
(площадь кривой и пройдевиае разетоят19) заключеиотен межу двумя 
перемфнными венпчинами, разлость между которыми (таюже величина 
перемънная) можеть быть сдвлана менфе всякой заданной величины, 

т. е. разность эта есть величина безконочномалая. СлБдовачельно, 
96% постоянныя зелячины между собою различаются на велитипу 
(также, разумфетея постоянную), которая должна быть менфе всякой 
данной величины; очевидно, эта постоянная величина можеть быть 
только нулемъ, т. ©. обЪ лостоянныя между собою равны; а потому 
мы заключаем, что разетояще, пройденное точкою въ течеще даннаго 
промежутка времени, равно площади, отраниченной кривой, выражатю- 
щей завиенмость скорости оть времени, осыю временъ и двумя ордина- 
тами, соотвфтствующизмш вачалу и конпу данного промежутка времени 

Относительно опредфлевя численнаго значеныт плошади, слфдуетъ, 

соглаено сказанному вьипе при раземотрьви равномврнаго движет 

(& 36) найти значен!е (цёну) одной квадратной едитицы (напр. и метр.), 

а затБыъ, остается вычислить число квадратныхь едвнидь въ ней 
завлючающикся (№), или измёрить ее помощью накото-дибо инстру- 

мента *); тогда пройденное въ данное время разстонне выразится 
произведетемъ №. 

Мы напишемъ безъ затруднен я аналитическое выражене для 
пройдеянаго точкою разетояня, пользуясь выражешемъ (73), гдф сл6- 
дуеть лишь выфсто 5 поставить разстояве, пройденное точкою 

въ р сех. **), а именно (5 — 5%)’ вмВето у-—и. и выфето Ах — 5. При 

этомъ получимь 

5 — & = Пр [У-^ 1 = (74) 

*) О смособахь измфрешя площадей ем. нише $ 94. 

**) А. но разстоян® вл отЪ начала разстольй въ понц? Рой сег На это сль 

дуеть обралить вниманю 
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Мы такимъ образомъ имфемъ: разстолн!е, пройденное движу 

щейся точкой въ течен1с даннаго промежутка времени рав 
нляется предвлу суммы произведен! изъ элементовъ вре 
мени, взятыхъ на протяжен!и даннаго промежутка времени, 

на скорости, соотв тотвуюнн каждому изъ нихъ, при усло 
в1и увеличен!я числа промежутковъ до безконечности или 
умевьшен!я каждаго изъ нихт до нуля. 

И здБеь можно повторить то, что было сказано при равномфрнолгь 
движещи: если мы имфемъ только зависнмосгь скорости оть вре 
мени, то написанное разенство даетъ возможносль опредфлить только 
раветояе, пройденное точкою въ течене даннаго времени # Если 

мы желаемтъ зналь всю величину разстоявя, на которомь точка иа- 
ходитея отъ начала разстоянй, то должно быть дано начальное раз- 
Стоян 5,’ тотда нибемъ 

Ур [ У В 

Итакъ для того, чтобы движев!е было вполнЪф опредфлено должны 

оыть даны: 
1} скорость движен!н въ зависимости оть времени 
2) начальное разстоян!е 

3) траектория, 

Нужно обратить внимание на то вакъ вычисляется величина 

5 

на основан|и данной завиенмости ® (4). 

1) Время # дЪлитея на очень малыя части или элементы Ав 

2) берутся произведея каждаго изъ этихъ элементовъ на ско 

рость въ вачалё или концф его; обыкновенно беруть послфднее; 

8} всф подобныя произведен складываются; 

4) находится предФлъ полученной суммы при увеличен числа 

промежутковъ до оо или при уменьшен каждаго изъ нихь до нуля. 
Гакъ какъ обыкновенве извфотно, въ какомъ предположени бе 

рется предвль суммы, то питнутъ просто: 

- 
У 

Для сокращеня письма откидываютъ сверхь того значки ут; п А, ё, 
а также у $, а для предёловъ суммировая употребляютъ другое 
обозначене: указывають длительность времени # которое дфлится 
на промежутки А#; вижеш знакъ у Х указываеть начальное мгно- 
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вене даннаго промежутка времени { ^ верхи  конещь его (нуль п #) 

окончательно имбехъ’ 

п слБдоватемьно р 

$ = + 1 Ум (12) 

Разоматрипая выражение ото © матемотлческой сторопы ма видимь мо 
оно нозволяеть по давной зазиенмостп 

г=/(@) 
вычислить чаньхе казь иБтоторую фунецио промени; мы находимь 1005 це 
говоря 

Е (5. 

Но в есть, наду было упомянуто выше, произиодная оть равотощия мо вро 
мент, слёдовательно, зопросъ, иззожеюиый ль настоящей лент, отпосптся кь 
пахожделню ло данпой пропзподной › ибкоторой фупниш з этой поезфдной, 
ивляющеНсл по отиошенио изъ пролводлой первообразной. Подобное дёй- 
сете. обратное опредьиеню но дяяной фуншщы ел произподной, носить па 
зваше шитегрирован:я. Выражеше ппдь 

Л У: 
влаынается лотеграломъ фунеци # * 

Для вычпелеши питеграла фунищя г-=/() должна быть дала: тогда лодь 
знакомь суммы мы будемт имёть ллшь фупкито # пли шь общемь сжутаь 
фунвцио кадой бы то ин было другой независимой перембипой, п сльдова- 
тельно питеграль будеть тавже фушьащей той ие пезависпыой перемфнной. 

$ 90.0 вычислени предфла сунны безконечномалыхъ велячниъ. 
Мы пеходьмь велияипу плошады, беря продёлъ суммы прамоугольвиковъ 

причемь поолёди!е получаются произвольвымь дфлешемь основащя площади 
на элемевты прин соблюдевни лишь одвого условуи, чтобы во эти элементы 
ныфлн предфиомь нуль. Суммы выбранныхь тбыф иды друсимъ обрезомъ прямо- 
урольштковь будучь отлечаться огъ паощьди кривой па разлиптия величины, 
выражающияся суммам площадокь между верхвен сторошой прачоугольника 
я самой кривой. Однако, казъ мы пядимь, такая разинца хакъ эт каждом изъ 
слагаемыхь, танъ п въ сумы® ижъ, не оказызавть шяш на кояечный резуль- 
таль, получаюнийся вычиеленем» предфла той или другой суммы Мы вовсе 
получиуъ въ предфзЪ точную величииу паощади кролой, 

Здфеь опять умфетно указать на пользу „онособа предбловь", позволяю 
щаго найти точвос эначев!е площаци пли, вообще говоря, значеше первооо 
разной фулнцег по данной производной ея. 

Элементарные прямоугольниию, имфюпые безконечномалыя асновая я 
конечных высоты, будуть веичновыи безвопечномалыми. Площедкн же, ко- 
торымн мы пренебрегаемь при отыскизашя предфла суммы, имфють бейко- 

*) Термпкъ этоть (ет лотинокато слова Иценег — 5флый) хажъ мы видимъ 

зиолив пыражветь собою сущиость дфла, 
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ночномалыя основашя п сперхь того безконечномалыл пысоты, такь нень ско- 
рость (дапная фупкц) ламфияотел съ течешемь промони (позавенмой пере- 
мфишой) пепрерывио, т. в. безкопочпомалому ириращенню посльдняго отв 
чать безкопечпоматое пририщете перпой. Олфдовательно, площадки, © кото- 
`фыхъ идезь рьчь, будуть, так охавпть, вдиойн® безкопочномалыма пли, какь 
зоворяль, безковечиомаыми второго порядкй зъ отличие оть проето без- 
коцочиомалыхь, нозываемыхь безконечномалыми перваго порядка. Мы та- 
нимь образомъ пидимъ, что при зычислени: предьиь суммы безконечиомалы» 
перваго порядка можно пренебрегать безъ ущерба длл точпости результахов» 
бевхонечномальи второго порядка пли, болье обще, пря вычполеви предёла 
суммы безковечномшиихь ивифотнаго порядка можно пренебрегать безконечно 
малыми высллахь порядковъ. 

Излюжеиное положеп:е являетсн сеновимы» положешемь питегральнего 
печнелевы, задала нотораго состолть ть разыснайп питсграловь различныхь 
фуници. ` 

Употреол я ооозначеня высшего 20 ллаз можемь паинопть 

выть 
О . 

тдЪ знажь питограль — | выращиаеть продълъ суммы подъиитегральнаго 1 оли 
чества 24, въ которомь Аё злиблено черозь @ 

$ 91. ОпредЬжение разстояья въ частныхь случаяхь движения. 
Иримфнимь язложенныя соображешя, ведушия къ опредвлению 

раветояня, къ ифкоторымь частным случаям». 
1) Зависимость ско- 

рости отъ времени да 
ва прямой ОВ (фаг. * 

98), причемъ у . 

что аналитически вы- 

ражается такъ: 

= 

Пусть требуетея най- 

ти разстоль!е, соотвЪт- 

ствующее времени # 
Это разетояще гра- < --- - --; 

фичесин выразится 93 

площадью, заключен- 
ною между лишей ОХ, осью временъ и ординлтой С 7), проведенной изъ 

хонда времени { (ордината, проведенная изъ начала его, равна нулю, 
такъ какъ лини ОВ и ось абециеъ здфеь пересбкаются) т е. пло- 

шадью 4000; но СР=Е.9%=.Ё, а потому 

06 ср Ен м 
р] 2° 

площ А0бР- 
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Сафдовательно 

Гели веласмь получить (5 —%) аналитически пользуясь уравнещемъ 

= # 

то посфупимь такъ, какъ было указано, а именео. 
а) дьлимь & на промежутки А% которые для простоты вычисленй 

беремъ равными между собою, что вполнЪ возможно, тажъ кажь ка- 
сательно ихъ относительныхь величинъ ныкакихъ ограничев!Й одф- 
лано не было. 

6) Находимъ скорости, соотвьтетвующия наир концамь взятыхь 
промежутковъ времени. таковы: 

въ конц перваго промежутка, =, = ВА, 

› > второго > 
» трегьяго > 

зЪ концф я-ато промежутка т, 

в) Беремъ произведеня изъ величипъ кажщаго изъ элементовъ 4 

Ел соотвтетвующую ему скорость: 

ы АЕ = ВА. А == В (АВ 
СВЕ = 62 (А — 98 (А 

АЕ == #8 (40) == 38 (А, 

АЕ == в {40}? == ий (46). 

г) Слладываемь эти произведен: 

Ва в 20 (Аб - 36 (АР ай (м = 
= К (Аа + =»), . (76) 

при чемъ 
1 23 +в=2 "= \) 

Выразимъ я въ зависимости отъ &, такъ какь въ выражене (76) вхо 

дять уже А: ВоВ элементы были взяты между собою равными & 
потому : 

® 
или : 

м 
Слбдовагельно 

ву т в_ ЕЁ _Ё. 
з 2 2 2 (40° 2 
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Ветавияя эту величину въ \равпене (76) получимъ. 

в # # 1 

#49 (т в) ты 
д} Беря предзиь этого выражешя при подведенти А къ нулю 

впдимь, что второй членъ суммы обращается въ нуль а первый отъ 
А: не зависить а потому 

м) — 

д е. то, что было уже найдено графическимь путемъ 

Мы яарочно остановились подробно на этомъ прим фрЪ, чтобы по 

хазать весь послфдовательный ходъ вычнелешя (3—5), который 
остается одинаковымь и вь прочихъ случаяхъ, мёняясь лишь со ето 
ровы арнеметическихь выкладоке. 

Ввиду этого слфдуюцши примёръ изтагаемь безъ детальных 

объяененй. 

в 
пр ( 5+ 

2. Дано’ ее 

Найти ЕР 

Скорости въ тонцф элементовь & 

+ в [48}?, 

5. = 6 (25°, 
9; = (346, 

4, = 2 (1АЙ* 

Сумиа произведений скоростей нл величин} элементовъ 

АЕ ОА АЕ. о, = АН... +9) = 

= АВе (Аб с (248) с (340 = о се (м = 

= 6 (А) [Г ++ 7]. 
Но 

. а В пе (тп) 
п-Я 1 е: 19.3 

а ТАГЪ КЛЬЪ : 
т = 

то 
в (в-- 1) (8% = 1) 93 — 3 в 

1.23 6 

8 Ё $ 

= аа ГР 
0 ВБъядлнь, енопы мехааияк. ю 
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Ствдовательно 
вАР © (А"] _ ев 
р 6 

ели бы нлар было дано %==0 то 

св 

3 
Вообще всия дано = 1", то дая пеховдешя $ — слфщуеть полазателя 

у р увеличить наз еднюпцу п величину ай" раздЪить на (и--1); получамь 
ны а . в—я=7-т. Необходимо, кат это зытопаеть пб самой сулуиости дбла, про- 

= 

павести погобричесля действуя, обратных тфзгъ, котормя были пеобходным для 
иехождол о по з ($3 56, задаче 10). 

$ 92 Построеше криво разотоянй по даниой кривой скоростви 
Пусть зависимость в 

ыы оть Ё дана графически 
» кривой В (фиг. 94); 

сперхь того дано назаль- 
ное разстояе == 50. Тре- 

буегея построить кри- 

зую, выражающутю зави- 
симость разстояжл оть 
времени для разематри 
ваемаго движевя. 

Цотда #20, то 5==8%; 

отложимъ ето въ соотвЪ- 

тотвующемь  маспгтабЪ 

‘ оть точки 0 по оси раз- 
стоя (фиг. 95, 0.4). Да- 

лЪе, равстояню  прой 

денное точкою въ н$ко- 

торый промежутовъ вре- 

мени & ==00, выражает 
ся по доказанному пло- 
щадью фигуры ОдеС 

‚ Практически для про- 
стоты вычислен зам$- 

няютъкривую АС какой 

либо прямой, проведенной такъ, чтобы площадь полученной фигуры 

{трапещя, прямоугольника) была равковелика площади О4еС; при опре- 

двлеши числа квадратныхъ единиць, заключающихся въ полученной 

95 
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фихурЪ, принимают соотвфтетвенные масштабы при измЬреши протя 

жен! паралельныхь оси временъ и оси скоростей. На фиг. 95 по ли 
зи 0! откладываемъ въ выбранномъ маспттаб® величину промежутка, &, 

{на фиг. 94 и 95 для временъ взятъ одияъ и тоть же мастетабъ); 

лв, тозки А проводимъ линпо Аа, паралельную оси &, и отъ точки 
а, откладываемъ величину площади Ос”, равную положимъ В 
Точка с принадлежить искомой кривой разетоянй. Подобнымъ же 

образом постунаемъ далфе беря промежутокь , = ОЛ (фиг. 94) Раз- 

стоян!е, пройденное въ продолжен! его при уменьнающейся ско- 
роети, равяо площади Се@р); выразивъ эту площадь въ масштабе 

равстоянй и придавъ ее къ ординат Се (фиг. 95), получимь точку 

кривой разстоявй 4. Посл точки Е скорость м6няетъ направлеще, 

дфлаяеь отрицательной, слФдовательно разстоязя точки отъ начала 
разотоянШ начинаютъ уменьшаться; кривая разетояй склоняется 

5ь осн & ординаты ея уменьшаются. 

Имвя данными: зависимость скоростя движущейся точки оть вре 
менн и начальное разстояе, мы имфемъ возможность найти только 
законт, разстоян!. Очевидно, для полнаго опредфлея двнжен!я не- 

обходямо знать траекторпю точки, которая и должна быть дана особо. 

3 93 Опредфлеще движещя точки при задави скорости составляю 
щини ея по осямь координатъ. 

Такт какъ движеве точки можеть оыть опредЪфлено посредотвомъ 
двухь или нескольких составляющихь движенй, то мы, основы- 
ваяеь на этомъ, южемтъ представить себ подобный же премъ опре 
дБлеНя движевя посредствомъ скорости, когда для каждаго изъ со 
ставляющихь движен будуть даны: зависимость екорости отъ вре- 
мени, начальное разстоян!е и траекторя движущейся точки. Но ско- 

рости и начальному разстояню мы найдемгъ зависимость разотояня 
оть времени для каждаго изъ составляющихь движенй; а тотла со- 
отавное или дёйствительное двыжен!е точки будеть вполнф опредфлено. 

НаиболЪе проетымь и удобнымъ въ приложеняхь будеть опре- 

дДБлене движевя помощью составляющихь движен!й по взаимнопер- 
пендикулярнымь осямъ координать съ данными цля каждаго: напра- 
влен!е оси зависимость скорости отъ времеви м начальное разстояне 

Итакъ пусть будуть даны: оси # и у, предполагая движене про- 
исходящим въ плоскости *), составляющя скорости по этимь осязгь’ 

=) 

®, = ь(0 

и кромЪ того начальныя разстояня для влждлго изъ составляющихь 

*) Холи цвижене происходить 1ъ прос рапствЪ то должна оыть дана, третья ось 

10* 
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движений: т, и в». Поелфдезя ость вмфохв еь тЪмь координаты опре 
двляюция начальное положен!е точки. 

По пзлощженному выше найдемъ: 

а = отр Ум 

. | (п 

и=\ | пр. УХ м } 
С 

Мы избемъ таким образомь значея координат, съ одной сто- 

роны даюпия величины пройденныхь точкою разстоявй по каждой 

изъ осей, а съ другой (геометрической) — опредёляюшл положене 

точки въ плоскости ея двищевя для данцахо мхеноротя. Движене 
такимь образомъ будеть опредБлено 

ЗВторыя части равенствъ будуть вооблие товоря нЬкоторыми фуне 

ями времени, т. е. 
И == +, 
у=л+ (0, 

изъ которыхъ исключенемь леремфивой { легко найдехся завиеи 

мость между хи у, предетавляющая въ геометрическомь отношеши 
уравнене траектор!к. 

Й 

Фолк бы мы пожелали начальныя разстояшя сдфлать раваыми пулю, т0 
стопть только перенести пачало в точку, координаты которой суть: то п 9. 

$ 94. Прибляженныя формулы для вычислешя площадей. 
1. Формула тренецир Осномые площади (фиг. 96) разбивеють па я 

ранныхь чпетей, пронодять ордина- 
у ` ты до пересьчешя съ хрилой; точки 

А, 6,6. соединиють между собою 
прямыми. Тогда получится радь тра- 
пед:й, сумма площадей которыху бу- 
деть приблизытельно равняться пло- 
зщади кривой. Дан этой суммы по 
тучинть: 

во ких угу & ик 
п цв в 9 

Фу киь += 
2 

Ану. 4 

=. ©, площадь привоЯ равла произведено осполмця трапеции ил полусумму 
зрайнихь ординать и сумму промежуточныхь ордииать. 

2. Формула Симпоеона. Раздфлимъ осповаше опредёляемой площади 
(фог. 96) ив четное число (п) равныхъ частей А; проведемь черезь точки дфле- 
я ордпиоты: Ум Ум. У. 
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Раздьипы» ословите порвыхь двухъ олементорь 08, зычполяемон площеди 
на ри разныя чести и проведемъ изъ точекъ дьлешя ординаты 1; п й». елы 
оспопай злемептертыхь площадокь настолько мелы, что участки 4%, АЬ № 
кривой АВ могуть быть приплты за примые, то будешь выфть трл трапеци 
площади которыхъ будуть соотвфаственно равны 

СА А А 
а, ыы, ы-+ 7) 3 

Сумни пхт даоть пиощадь двухь первыхь оломовтарныхь шлощедокь 

а кн ини 
тошъ конь += у. 

Подобпо лому оудемь пыфть для кашдой пары площадов 
А 

оч 

А 
иена 

А 
И а аз 

Сумыв вефхь эгихь ве ичаиь ддеть всю опредфляемую пи щадь О42С—8 
а именно: 

А О о 

т. в. площадь данной фигуры ревна одной третя произведен1я раз 
столш!я между ординатами па сумму крайнихь ординатъ, удвоен- 
мую сумму нечетныхь ординатъ кромф крайнить п учетлеренную 
сумму четныхъ ордипать. 

Я. Кромё этихь приблищелныхь формуль площадь какой-либо плоской 
фигуры мошеть быть опредьлена посредстломь премовт, описмваемыхь въ 
влашей сеодевгя: полетвой, 
иланиметромь Амслера *). ы 
Наконець, можно поступить 8 

чать: назертвиь данную фп- 5 

однородной бумаг, пырь- | 
затьва п вавфопть. Сраввивь | 
майдонныйзьсь съ зЪоомь 
вырЬаапиаго иэъ той же 67- 1 
маги кпадрат опредфлои- | + 
ныхь разифровь, мы най- 1 2 з 4 5 
демь величниу площади. 

91 
$ 95. Задачи 
1. Зависимость » оть # указана на {иг 97 Цайти а) разетояве 

*) Артамоновъ. Куроь низшей геодоми 13. 2 Главь УШ Вычисзеве площа- 

дей плоновъ, стр. 115. 
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проиденное тВломь въ течение трехъ секундь, считая отъ конца пер- 
вой секунды; 6} равстоян!е, пройделное въ течене шести секундъ, 

очитая отъ начало временъ; в) з==/(0, если я =2 
2. Отвфтить ка вопросы, указанные въ предыдущей задал при 

данныхь: х = —1 ир-=ф (1) фи. 93). 
3. Опредблено ли движене, если имбемь: о-=4й 

4. Опредълено ли дважене данными: ‚ 50 == 82 
5, Даны составляюцщця скорости по осямъ координаты: в, = 3, 

==? 2 а) Найти залиснымость координатъ оть времени. 

6) Построить траекторню составкого движеня предполахая на 

чальныя разотоящя 2 и у, равными нулю. 

6 Ршить ту ще задачу при данныхь` #. 39=&4%=1% 

РЪшен1я задачъ. 

1. а) Разетояню {;, —8,} выражается площадью соотвтетвеннаго 

участка кривой между ординатами и, и %,; при этомъ нлощадеи, ле 

жалуя ниже’ оси $ дожны быть взяты со знакомъ минуеъ 

3. Иъть, такъ кажъ не’ указаны: начальное разстояне и траекхо 

ри (8 89) 
4. Нъть, тавъ какъ не указана траекторля ($ 89) 
5. а) Сы 8 89 5) Сы. $ 41 
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Опредление движенля точки по ускореню 

$ 96, Опредблеюе скорости по ускореню въ прямолинейномъ движеюя 
Обратнмея при рев предстоящего волроса первоначально въ 

раземотрфийо простЬйшаго случая движешя, а именно движешя 

прямолннейнато При этомъ, какъ намъ хорошо извфетно, скорость 
и ускореш не изыБняють своего направлен, ускорене выражаеть 
быстроту изыёневя скорости только по величин; мы имвемь: 

А 
% = = пр (“) 

Нашей цфлью сначала и будеть опредлен1е скорости по данной 

зависимости ускоревя отъ времени т. е. 

ШЕЕ 
Имя же скорость на основани соображевнй, изложенныхь въ 

предыдущей глаз мы можемъ вычислить разстояне точки отъ на 
чала раветоянй, 

'Игакъ, останавливаясь на указанной задач — нахожденти скорости 
о данной завиеимости ускорен!я оть времени—мы усматриваемъ, что 

эта задача аналогична только что раземотрЬниой, касавшейсн опре- 
дфлешя пройденнаго разстоятя по скорости съ математической же 

стороны тождественна ей. Дйствительно, тамъ мы имфли данной ско 

роеть, выражающуюся въ зависимости отъ разстоямя такЪ: 

о (1)? 
Е 

ЗдЪеь мы желаемъ найти по данному ускорению скорость, причемъ 
уекорене ло скорости находится посредствохгь подобнаго же выраженя 

Ао 

= (#) 
Мы могли бы опираясь на сказанное и не разсматривать совофмъ 

вопроса объ опредфлевм скорости по ускореншо въ прямолинейномъ 

*) 1 в производной оть разстояня по времени ($ 51) 
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движении; тфмь ие менфе ввид} того обстоятельства, что величины, 
хоторыхъ мы касаемся, пыфоть различное механическое значенще, 
выяенен!е которато должно занимать первенствующее мото въ на 
шемь изложеши, мы перейдемъ къ изолфдованию поставиенной за 
дачи, двлан при этомъ возможныя сокращен, 

Итакь пусть будеть дана завиенмость ускоремя отъ времени гра- 
фически кривой 43, уравневю которой таково: # == (В (фиг. 99), я 
требуется найти скорость въ конц # секундь оть начала движеня. 

Раздфлимъ для этого время # на элементы А. А.4 А. ... А. Уско 

реня въ концахь ихъ обозначимъ буквами съ соотвётствующими 

значками №, А» й,...й,. Раземотримъ нфкоторый элементь А от 

начала движения; ускорен!е въ началВ его будетъ #1, въ конц —, 

Предположимь теперь что ускореве въ течене этого элемента, вре- 

| 

99 

мени не мфнялось и было равио наименьшей величии дЬйствитель 

наго ускорея въ прололжене тото же элемента времени; въ случав 

кривой, изображенной на чертеж, такимъ будеть ускореше въ на 

чалЪ разематриваемато элемента 1. Тогда движен!е будетъ равно- 

ускорениымъ и приращеяе скорости за элоть элементь времени вы- 
равится площадкой прямоугольника абс равной 

м-1.А/. 

Если допустимъ, что ускореше оставалось постоянно равнымъ. 
наибольшему значенно дейотвительнаго ускорейя въ данный эле- 

менть времени-—й„ то приращеее скорости будетъ измбряться пло- 
шадкой виблунято прямоутольника ае/ и будетъ равно — А 

Истинное приращен!е скорости {(2;—:_:) очевидно, заключаетел 

между этими двумя величинами, а именно 

Аа) < 
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Составляя подобныя же соотношеня для возхь элементовъ вре 

мены (подстановкой выВето $ по очереди 1 2 3 *), будемь 

ВАЗ — 0) ЗА {1) 

НА 9) ЗА (2) 

Вл < (в, 5) ЗА 8) 

ды (вы оты 9) «А и (2 

А, в ОЗЕАЕ @«) 

Первыя части этихь выружен! равны площадкамъ внутреннихь 
лрямоутольниковт, послёдыя — площадкамъ знфшныхт прямоутоль 
никовъ. Складывая соотаётственныя частн, находимъ: 

Той Е-Н ВА БА- ОА (в < 

ЗААЕ- ВАН А+ о ВАШ 
1: 

МА, м) < У ЕАН 
г 

Дфйствительное прирашщен!е скорости +„—%=е,—» заключается 

между указанными суммами, представляющими суммы внутреннихь 
д внфинихь прямоугольниковъ; но съ другой стороны между этими 
же суммами заключается веегца по величинф площедь кривой 

При безконечномъ увеличенш числа элементовъ ини, что разно 
значно, при безграничномъ уменьшении каждаго изъ нихъ, разность 
между суммами прямоутольниковъ можеть быть сдфлана мене веякой 
данной величины, сл ковательно, еще меньше будеть разность между 
площанью кривой и приращенемь скорости — двумя постоянными 

зеличинами,— а это ведеть къ заключению, что он между собою 

равны т е. приращене скоростл въ течен1е даннаго проме 
жутка времени въ случаБ прямолинейнаго движеня выра 
жаетея площадью, ограниченной кривой ускорев!, осью 
временъ и ординатами, соотв тетвующими началу и коЕцу 
даннаго промежутка времени. 

И нлошадь кривой и приращеве скорости будуть предёлама 
сучмъ площадокъ внзмнихь и виутреннихь прямоутольниковъ, т. с 

в О 

% — 1% == р У, Н.1АЁ = пр У кА 

Или откидывая значки при 7 и А} а тавже у в, замфняя значки 1 
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из} второй спгмы соотвфуслвенио черезь 0 м { получимь 

О <, 
(—щ == 1-х АА 

Зыражене это можеть быть прочитано совершенно такъ же, какъ 
это мы ныБни при опредфлеши прирашен!я разстолюя по данной 

екорости *), а именно: 

Прниращен1е скорости въ течен!с даннаго промежутна вре- 
мени равно предфлу суммы произведевй изъ олементовъ 
времени на ускорен!я, ныъ соотвтетвующия. 

Говоря: «ускорен!я, пит, т. в. элементавь времени, соотв т 
ствующ!я», мы подразумвваемъ, что въ качеств» такового можегь 
быть взято уекореве, соотвфусчвующее зпобому мхиовеншо, заклю- 
зающемуся въ данномъ промежуткв или элемент; обыкновение бе 

руть ускореве въ конечное мгновсн1е даннаго промежутка. 
Для нахождешя › нужно кром К==Ф(#) знать ‹, т е началь 

ную скорость. 
Опредфливъ х легко получимъ м 3, если будеть дано в,—нлчаль 

не разотояще 
Итакъ для опредзлевщя движешя должно быть дано: 1} зависи 

мость ускорен1я отЪ времени, 2) начальная скорость, 3} на 

чальное разстояне н +4} траектор!я движущейся точки 

8 97 Опредфлевюе скорости по касатольному ускорению въ криволи- 
нейлонъ движении. 

Изложеннымь премомъ можеть быть найденл величина скорости 
не только въ прямолинейномь движениь но и въ криволинейномъ, 
если будегь дано клсательное ускорев!е и начальная скорость. Изм- 
нен!е скорости по величии во всякомъ движени опредфляется ка- 

сательнымъ ускорешемь, причемъ математическая зависиыость между 
касательнымь ускорошемъ и скоростью въ криволинейномъ движеня 
вполнВ одинакова съ зависимостью между полвымъ ускорешемь 
(котором; также можеть быть сохранено назван!е касательнато) и 

скоростью въ прямолинейномь движени. Поэтому не имфется не- 
обходимости въ какихъ-пибо дальБЪйтихь выводахь, относящихся 

до опредфлев!я скорости въ криволинейномъ движени, и мы можемь 

написать: 

9 = -+ пр У 
Г 

При рРшевии вопроса путемъ анатитическимь все дфло сводится 

*) Замёния слозо—скорость ускорешемь, & разотояню--скоростью ($ 89) 
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къ вычиесленио 

— иредЪла суммы произведен элементарныхь приратевй перемфн 

ной независимой (времени) на соотв®телвуюния значеня функши 
(ускоревя). ПримВняя методь графическ , придется опредфлитв ве 

личину площеди, заключающейся между кривой ускоренйй, осью вре- 
менъ н ордннатами, соотвотвующими качальному п конечному 
мтновешямъ даннаго промежутка. 

$ 98. Опредфлеще произволькаго движения точки посредствомь проех- 

ий ускорешя на оси координатъ, 
Имйя данными: касательное ускорене и начальную скорость, мы 

найдемъ скорость точки только по величии, такь какъ знаемъ 

только одну составляющую полнаго ускоревя— ускорее касатель 
ное. Вопросъь о нахождени скорости не только по величинЪ, но и 
по направлению и объ опредфлен разстояня при криволинейномгь 
движен и рЬшастся наиболфе просто въ томъ снучаф, когда уекоре- 

не задано посредетвомъ составляющихь по тремъ взаимноперненди- 
кулярнымъ осямъ, служащимъ траекторями составляющихъ движейй 

точки. Въ отдЪльности для каждато изъ этихъ движен! должно быть 

дано кромЁ трасктори, опредфляемой для каждого движетя самой 

0сыю,— Ох Оу или 02: 1) ускореше, явлющесся проекшей составното 
ускорея на эту ось: пыБезь соотвЪтственио для каждой изъ осей: 

=; =; = 
2) Начальныя скорости, равныя проенщямь дйствительной скорости. 
на соотвЪтетвенныя оси — 6, 7, 9.,; 3) начальныя разстоявя для 

каждой изъ осей, — 2 %» 55- 

Въ такомъ случа каждое изъ движенй является вполнВ опре 
дфленнымь; мы найдемъ 

1: = 9. + Пр У А.А 

= + пр. У, АЕ {78) 

9: = в + У, А, АЬ 

Учи? 
в08 (У ® = у 

вез (У у) = т (79) 

с08 (Уз) = Я . 
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ИмЪя же скорости и начальныя разстоян, найдемъ и разстояйя 

ло каждой изъ осей пли координаты точкн въ зависимости оть вре 
мени. Сифдовательно задача будеть рВоона 

$ 99. Задачи. 
1 Цва тьла движутся на встрфчу другъ другу, одно сь ускоре 

зем въ 0,3 фут./сек.?, другое съ ускорешемъ 0,5 фут./сек.. Ихь 

первоначальное разетолнйе 1 верста. Ло истеченйи какого времени они 
вотрВтятся? 

3. Тёло движется съ ускорешемъ въ › м/сек? Найти екоросгь 

ето и разотояне, какъ функщи времени. 

3. Ордината кривой ускорсе!йЙ въ прямолинейномъ двлженит равна, 
нулю что въ это мгнозен1е имботся на конвой скоростей? 

"| в: 

а 

и 
ВИ 2 
т, 
1 Е 

© рт ^_7 $ 

100 

4 Даны проекцт ускоревя по осямъ: #,=—4 ЕЕ Й =0 

1) Опредблить родъ движен!я по каждой оси. 

6) Что ее должно быть дано для опредфлевя зависимости ко 

ординать отъ времени? 

5. Дана лия касательныхь ускоремй АВ (фиг. 100). а) По- 

строить соотвЪтетвуюния кривыя скоростей и разстояей при данныхт: 

©) ОпредЪлить харажтеръ движеня въ течение промежутковъ вре 

мени, отв5чающихь прямоланейнымь узасткамъ ли ускорен!. 

6 Дано: 
д 1] к=4 а=о %-0 

2) %=0 %=2 и=—? 

а) ОпредЪлить ©. ®,, Гиз, у. 

о) Найти положене точки въ концб третьей секунды 
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Рушен!я задачу: 

1 Промежутокъ времени до ветрёчи тфлъ найдется няъ уравнения" 

И 
эта 3200 

3. Касалельная къ кривой скоростей параллельн 1 оси временъ ско 

рость въ это мгновен!е 

пыфеть по еравненно 

восмежными знален1я- 
ми (фиг.101) наяболь- 

шую (®,) или нанмень 
шую (э.} величиву. 

4. а) Ось Ож--рав- 
нозамедлениое, Оу’ о 

уекоревное, 0+-— рав 
номБрное. 

6) Начальныя скорости по оеямъ и начальныя разстояня 
5. а) Сы. $ 97 и 6 92. 
6 м2.=46 2 а, уф 2 " 

$ 100. Неречень способовъ опредфленя двяженя точки 
Изложенное въ двухь послфднихъ главахъ позволяеть къ ране 

раземотрённымь способамъ задав!я или опредфлешя движены: 
1) трасктомей п зависимостью разстояшя отъ времени и 
2) составляющими движещями, 

прибавить еще два: 

3) траекторюй, скоростью и начальнымъ разстоярлемъ, 

4) траектомей, ускоренемъ, начальной скоростью и начальным 

разстоянемт въ пряхолинейномь двнжеши или перечисленными дан- 
ными для каждаго изъ трехъ взаимноперпендикулярныхъ прямолиней 
ныхъ движен!й въ общемъ случа движен]я точки. 

Какимъ бы изъ указанныхь способовъ ни было опредвлено дви 
ов точки, мы всегда будемъ въ состояншт, пользуясь изложеккыми 
въ кинематикв точки соотношешами между разстояшями, скоростямт 
и ускоренлмыи, найти по одвимь изъ этихъ величинъ друйя при кали- 
чм необходимаго количества данных. Задача кинематики, какуъ и вся- 
като другого отдфла математической фивики, и сводится въ отысканю 

и установленио зависимостей, существующихь между перечисленными 
величинами. Только посл® установлен я такихъ количествекныхЪ 
соотношенй и можно говорить о точномъ выртжен!и и изучеи явле- 
эй природы 
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Движене тфлъ брошенныхъ *) 

$ 101. Общая замфчаня. 
Изложивъ общйя основал кинематики точки, перейдемъ въ раз- 

«мотрвню вкоторыхь напболфе замфчательныхь часзныхь видовъ 

движен!!; къ такимь могуть быть отнесены: движене тёлъ падаю- 

щихь п брошенныхъ въ пустот и гармоническое движеню. Въ па- 
стоящей главф мы раземотризгь первое. Примфнене выводовъ, отно- 

сящихся къ движенНо точки, къ случаю движеня тФла можеть быть 
сдвлано на основан!и замфчаны, указаннахо въ $4 

Такъ какъ сущиость еодержащя настоящей главы будеть носить 

характеръ примфнев1я общих выражений разетоящя, скорости и уско- 

ревя гъ движенпо ль падающихь, что могло бы быть сдЪлано 

<амими читателями въ вндЪ упражнениь то мы, не повторяя общихъ 

разсужден, будемъ возможно краткими въ изложени 

На основанйи законовъ свободьяео падейя тфль въ пустотБ, от- 

крытыхь Галилеемъ, можно заключить, что падающея тЪла движутся 
съ постояннымь по величин и направленно ускорешемь;, ускорсше 
это, называемое ускорешемъ свободно надающахго тфла (или ускоре 

вемть силы тяжести) и обозначаемое обыкновенно буквою 9, напра 

влено по вертикали внизъ; величина его, будучи переманой въ раз- 
личныхь мфотахъ земной поверхности въ средней широт можеть 
быть принята равной 

98 М0. _дро фт 
сек. сек. 

8 108. Движение тёль, брошеякыхь внизь. 
Тьло, брошенное внизъ, движется по прямой тиви съ ускоре- 

нюмь 9; мы будемъ, слфдовательно, имфть случай прямолинейнаго 
равноусхореннаго движея, а потому безъ дальнёйшихь оговорокъ 

*) Разематриваемому въ настоящей главу, движенио тфгь можетт быть прислоено 
оощее заглав!е доиженя тёль под дАйолнемь еплы тяжести: но такъ какъ вс во 

просы здёсь разсмотрвны чисто кинематичесии, то такое наименовал!е въ общей по 

слфдовалельноети курса было бы преждевременнымъ. 
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можемь примзнить сюда найденныя выше уравневя ($ 79) Зам 

ивЪ Въ НИХЬ й изо черезъ 9, будемь имфть: 

(80) 
=щ- | 

| 
=ы+ ви 9 } 

ТДВь И 5 суть соотвётетвенно начальная скорость, сь которой бро 
шено тло, и начальное разстояше. 

Въ частномь случаЪ, вели ®, и 3, равнй нулю пыБемъ 

(81) 

Въ эти два уравневя входять три перемфивыхь величины: 69 и 5; 
достаточно знать одну изъ илхъ, чтобы найти двф прочихт. Такъ напр. 
евли дана скорость о, то $ въ завнеимости оть нея выразится тактъ: 

2\ + 
= (= (82) 

л время паденя 

=“ 
Я 

Если будемъ имбть данной 3, то 

Узв } 
р 95 (83) 
= я | 

$ 108 Движене тЬть, брошенныхь вверхъ. 
Пусть тВло брошено вверхъ съ начальной скоростью *,. Движене 

ето въ этомъ случа будетъ равнозамедленнымт, т. е. тло будеть дви- 

талься вверхъ съ ускорещемъ, равнымъ—9, а потому мы будемъ имёть: 

р ю— 9 

р (84) 
= — Е 

2, 

Сели же начало разстоянй совпадеть съ точкой бросая какь это 

обыкновенно и принимаютъ, то & =0, и мы получимь 

{85) 

$ 104. Задачи, 
1. Найти скорость тёла упавшато съ высоты 80 метр и время 

паденя его 
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9, Цва тЪна начали падать черезь 6 сектидь одно посл другого. 

Найти время, по истечени котораго они будуть ваходиться на раз- 

стояи а метр? 

Численныя даввыя: 0 ==5, а = 190. 

3. Черезь 8 секунцы послЪ паденя тВло прюбрфло скорость 
34,43 м.кек. Обладало лк оно начальной скоростью ин как велика 

была послёдняя? 

4. Опредфлить глубину колодиа й. соли звукъ оть падевя камия 
Нч дно его слышенъ черезъ { сек. Скорость звука равна а. 

Численныя данвыя: 1=95 сех., а = 340 м./оек. 

5. Съ высоты й падають дв частицы воды, ири чемъ первая 

прошла уже путь въ а мм, когда второл только что начала падать, 
Найти разстолне между члетицами въ то мгновеве, кохна первая 
прейдеть указанную высоту 1. 

Чпеленвыя данных: № ==400 м., а = 0,001 мм. 

6. Паровой молотъ ныфеть подьем въ 1,25 метра; принимая, что 
время для подъема вдвое больте временн для тидевя сколько уда 

ровъ можеть едёлать молотъ въ 1 мпиуту? 

Ирныфчан{е. Молоть предполагается свооедно падающимъ. 

7. Два тЪла падають одновременно изъ одного и того же пункт“. 
Лервое, пройдя разстоян!е въ 86 м. ногрЬаасть неподвшиный пред- 

метъ, на Боторозь и остается; второе ладаеть па землю спустя мослВ 
эзого еще адяу секунду. Найти разотояще предмета оть земли. 

$. Гьло брошено вверхъ со окоростыю 190,8 м/сек. Какова ето 

скорость черезь 15 сек.? 
9. Рфло, брошенное вверхъ, возвратилоеь въ точку бросая че 

резь 50 сек. Найти скорость, съ которой оно было брошено. 

{0 Найти время поднязя тёла, брошеннаго 0 скоростью в, до 

высшей точки полета. 
1. Найти высоту поднятзя тВла, бротенвато вверхъ со скоростью ч,. 
12. Найти время по истечения которлго т$ло возвратичея въ точку 

бросажя. 

18. Найти скорость тЪяа, брошеннаго вверхъ со скоростью в, при 
возвращеви его въ точку бросаши. 

14 Черезъ сколько секунцъь вотрётячея два тфла, изъ кото 

рыхь одно брошено вворхъ со скоростью ®, а другое падаетъ, не 
имфя лачальной скорости съ высоты № м? Ршиль вопросъ трч- 
фически 

Рёшеная задачь. 
. . . 

1 Для рышщеня вопросл имфемъ два ураввеяя: в=5% п 0—0 

въ которыхъ извфезны: з=80 м, и 429,8 меек.” (0210 м./еек.?) 



Г; Р\ Даащиву 1ЪЛЪ БРОШРИНЫХ 161 

. Вели нозже брошенное тфло находилось въ денжени # сок., 

10 разетояты, пролелныя каждымь изъ тёлъ, будуть соотвфуственно: 

ге. из По условпо имфель 5’ а откуда и 

найдемъ два значения для & 

ПримЪчан!е. Объяснить знаяен!е осоихь значенй для { 

3. Изъь уравнеши в==%,-59( тиф {= 3 сек в=34,43 м /еек., 

НАХОДИМЪ 9 ==5 м Сок. 

Примфчан1е. Вели зт видахь упрошея выкладокъ и возможно 
округлять иногда цафры, паир. брать у равныймь 10 выЪето 9,8 или 

9,81 (ошибка въ 95/5), то въ этомь отнотеши каждый разъ слфдуеть 

сообразоваться съ данными. Въ настоящемт случа, когда о задано 
съ точностью ко сотыхь долей метра, только что указанное округлене 
ифрь, чето, недопустимо, 

Задена8 
4. ва. Чисченныя данвыя № = 1870 м 9 

9 ай — а = 0240 эм, 5. 

Примфчав!с. Предложенная задача даеть отвФгь на вопросъ, по- 
чему пря высокихь водопалахь струя ихъ обрантается въ конф на 
лены въ водяную пыль, 

6. Время падевя { илходимь изь уравнешя $ = Число уда 
рот в — 60 век, __ 30 

. 81,48 га 

8 г 49,05 м.|сек. ($ 103). 

9. *, = 245,25 м. ‘сек. (ем. зад. 10 и 12). 

10. Скорость г тёла въ высшей точек полету равнл нулю, ^ по 
тому пользуясь уравнешемь (85), получиагь’ 

о Я =0 
отьуду 

= 
8 

е 
11. Высота ота будеть соотвётетвовать времени = (предыд. 

зад.), необходимому для поднятя тфла, а потому вставляя значен{е его 

въ выражене для 5 (у-ве 85), получимъ: 

9 (> }. 5 в? в 

9 93 9 3 95 

1? Для этого пмфемъ 

у потому (урлвиетше 85): 

© Ваздииь Оеловы моханихи. и 
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Это возможно тии #==0, что отвфчасть зановешио оросаны, н пр 
ее т 

‚ откуща # ‚ т. в лекомое время вдвое болфе времены, не- 

обходымаго для поднятия (зад. 10), 

13. Высота подъема тВла равна: 

(зад. 11); для обратнаго же паденя его прнмЪнля уразненя (81), 

пыбежы: 

На таьъ какь разезояня, пройденных пгь вверхъ и влизъ, раввы 
меду собою, то заключаемь, что в, т. ©. скороеть пря возвра- 
щен! тфла въ точку бросавя чиеленно равна скороетн бросля 

и. 

$ 105. Движее тблъ, брощенныхь подь угломъ къ торизонту. 
Пусть тьло брошено съ начальной скоростью г, подъ угломь 2 

кь горизонт, (фиг. 109): хтоль ф называють угломъ бросан!я. 

Иня эту скорость, тёло 6у- 

я деть двигаться равномврио 
| по направленно скорости со- 
| я тласно закону разетоянй: 

— 8! 

р И въ о ме время будеть 
21 +_ ПЫбть другое движене по 

и зертяхальной линйм съ по 

схояянымъ усворенезь 7, на- 
правленнымь внизъ Если положительныя разетоявя будемъ откла- 
дывать по вертикали зверхь, то для разотоянйй, проходпмыхь подъ 

192 

дъйствНемъ тяжести, будемь имфть — 

Замфниаь перзое изъ этихь движенй двумя другизиь равЕоцЪн- 

ными ему и направленными по вертикальному и горизонтальному 
напразленямь, другими словажи, равложимь первое изъ движевй на 
два составляницихь по осямъ Ох и Оу. Въ такомъ слузаб будемь 

имёть слфдуюцуя зависимости разстоянйй отъ времени (коордянать 
отъ времени) 

у=ызеьф # 
# = 4 605% | 

тд® значки ууи < показывають чае ме имЪемъ вт виду тищь со 

составное движен!е со скоростью ©, 
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Присоединия ьъ у еще движение волфдетв!е сплы ляжести п отки 

дышал значень у 2, окончательно получим»: 

зао. — у= 
9 
2 (86) 

1% 608$ 

Эти уравневйя и могуть служить для рёшевя всёхъ вопросовъ 
олвоеснтельно двыжешя въ пуетот® тВль, брошенныхъ съ произвольно 
направленной вачальной скоростью, напр. артнлерйскихь снарядовъ. 

Мы видимъ, что двыжене ло горизонтальному направлению будеть 
равномёрнымь во скоростью эф, а по вертикальному равноза- 
медленным съ ускоренмемъ — 9. 

Поелфдая уравнешя заключають зъ себф пять перемённыхъ ве 

личииъ: у, я, %, фи & слБдовательно, пля опредфленнаго ршеня 

вопроса должны быть даны три изъ нихъ, 

Частные случаи, соотвфтетвуютие различныйеь значетямь угла 
бросая, будуть елёдуюнуе: 

1) ТБло брошено по вертикали вверхъ. / ф= 90° имфемъ: 

т ты 
(2 =0), 

т © уравнове, найденное въ предыдущемъ параграф (85). 

2) "бло брощено по горизонтальному нанравлентю` / Ф=0 

Если же положительное направлен! у примемъ внизъ отъ тояки бро 

сащя то будехь имфть- 

=] 
= (87) 
ав 

Общря выраженя (86) по исключеши изъ нихъ времени # даютъ 

уравнеее траектори. Опредвливъ изъ второго уравневя значеня # 
ии вотлвивъ ихь въ первое получим. 

9 _ 
2547 608" Ф 

у=ене— (58) 

Трасвлоря представляеть собою параболу-—-кривую свойства которой 
изучаются въ аналитической геометрии. 

Видь ея мы мощемь опредфлить, построивъ ее непосредственно 
по точкамъ. Для простоты вычислен!й съ этой целью можно восполь- 

11 
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зоваться выражешями (87); въ этомь случа мы получныь точно 
также ипараболу, но нфоколько иначе расположенную Высшая 
точка ея, называемая веричнною, будеть лежать вт, точкв брося- 

вы, Вертакальная лия, провеценная черезъ вершину, разд®ляети 

параболу на двЪ снметричныя в®твн и потому вазывается осью 
парабольт, 

Проекщи дфйствихольной скоросги ил оси Оьн Оу въ общемъ 

случа$ (выражения 36) будуть: 

в Яо — 9 
(84) 

23 089 

Точно такь же длч ускорей найдемъ 

(20) 

$ 106. Задачи. 

1 Найти время, въ течен!е кохорато тёло, брошенное со скороетью 
, подъ угломь брогашя +, придеть на торизонтъь точки бросая 

Численныя ланныя; 2 . 10 м. 

2. Найти дальность полета тбла, бротеннлхо подъ углозгь со 

Скорестью ©, 
3. Найти утоль бросая, при которомъ дальность полета тфла, 

орошеннаго ео скоростью е», будетъ наибольшей. 

4. Найти скорость, оъ которой тфло брошенное подт утломь Ф 

приходить на горизонть брованя. 

5. Цостижима ли при начальной скорости 1? м/сек дальность по 

тета въ 95 м? 
6. Почему торизонтально брошенное тло достигаеть точки, ле 

жащей на извфетной глубинЪ, въ тотъ же промежутокъ времени, какь 
и при свободномь падени? 

7 Почему дальности полета двухъ тьлъ, брошенныхъ съ одина 

ковой скоростью, равны между собою, если углы бросашя дополняють 

другъ друга до 90°? 
8. Какую начальную скорость долженъ имбть снарядь, выпу 

щенный подъ угломь возвышея въ 45°, если онъ долженъ попасть 

вЪ цёль, находящуюся ниже точки вылета на 100 метр и на гори 

зоятальномъ удалеи въ 900 метр 

9. Найти наибольшую дальность полета снаряд“ брошеннаго въ 
пустотЪ съ начальною скоростью въ 1500’. 

10. Кажь измЪнитея дальность при данныхъ предыдущей задачи, 

если уголь возвышеня уменьшить нл а? Изелфповать полученное 
р6шене, построивъ кривую: #=/(@). 
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11 Каюь измЪнится дальность осли начальную екорость умень- 

шить на в м./век/ Ивелфдовать полученное р5шене построивъ за- 

висимость: и = (оо). | 

12. Окарядъ выпущен изъ орущя съ лачальното скоростью въ 
2000’ пожъ угломъ 20° къ горизонту. Съ какою скоростью надо бро 

сить его, чтобы при угл въ 16° получилась та же горивонтальная 

дальность? 

13. Съ какой высоты Н должно быть брошено т8ло еъ горизон 

тальной скоростью ®, для того, чтобы оно упало на зехлю въ точж® В 

удаленной отъ точки А (проск- 

щн точки 0) на разетояне а? —__> 

(фиг. 103) 

14. Строене, находящееся ка 

разстояви 1200 м., обетрливает- г: 

ся подъ утломъ бросая въ 30°. 

1) Найти начальную ско- 

роеть + 2 и 
6} Найти время { полета 163 

снаряда. у 
в) Найти наибольшую высоту # подъема снаряда 

т) Найти скороеть о, съ которой снарядъ попадеть въ дёль. 

15. ТфФло брошенное по горизонтальному направлению во скоростью 

40 м./сек 

7) Построить по точкамъ траевхорию снаряда 
0} Найти уравнев!е траектор?и. 

в) Опредвлиять величину и направлене скоростп въ вонцё 4 ой 

секунды. 
т) Найти величину И направленае ускореня въ 

это мгновеше 

16. Изъ точки А проведено произвольное число 
наклонныхь плоскостей (фиг. 104). По каждой изъ 

нихъ въ плоскости чертежа катится безъ трея по 
шарику. Найти кривую, по которой будуть рас 

положены послёдн въ одно и то же мгновеве 

17. Рьшить задачи, аналогичных задачамъ 10-18 

паратрафа 104 
104 

Рьшения задачь 

1. Равотояв1е тёла по оси Оу до начала координать (точьи бро 

сан) для указаннаго мгновен:я будеть равно нулю те 

5 
: ы . # 

у=ьзто 1 5 0 "(© то 2), 
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откуда 

т.е. время это вдвое боле того которое тВло затрачизаеть ил подьемь 
до выешей точкн траекториг. 

2. Дальностью полета называють горизонтальное разетонн!е между 
точкою бросая н точкою прихода тфла на горизонть бросавя. 

Для этого въ выражено 2==, . Е (у-н 88), куда входить не 

извветная величина времени г, слфдуетъь вифсто пея вотавять зна 
ченю, найденное въ предыдущемьъ прихбрБ, 1 имено 

тогду получимъ 
25 т оо: 

Еее р -09 $ 2 5ёеф 1089 
Е 9 

3. Цальноеть полета какъ указано вь предидулщей задачЬ опре 
дёляется выруженемь 

Значене х при данной величин® г, будетъ наибольшимъ тогда, когда, 
зт т будеть ныть наибольшее значене, равное 1` при этомъ $—45° 

что и будетъ отвфтомъ на поставленный вопросъ. 

Прим чан1е. ПрихБнить ходъ рёшев!я, основанный на сообра 

женнхь $ 78; при этомъ нужно считать #(Ф). 

4. Скорость о тБла въ тобой точкв трлекторн найдется изъ вт 

раженя- 
ря ино, = 

= 5? 609 ф-н (в, ма ф — 9) = 

37 (6057 ф -- зы? $} — 20; ЧЕ йе о — 978 
2 

=? — 29 (еее _ =) 
Но 

от ф — 26 — р 0? 81 Ф 8-9 

слфдовательно 
у =" — 29. 

Когда тзло придеть на горизонть брованя у==0 1 потому 

4 = абс вел (и, 
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Т е искомая скороеть равнё по беолютной величин начальной 

скорости %,- 

5. Панбольшая дальность полета, 2=% (задлза 3) огкуда для 

„—=13 находимь приблизительно 147 м. - 

6. Въ обенхь случаяхь у= 1; - 

Дальности полетовт: 

В оо? зн 9 па 

9 
Во . В . 

э Эф — 3 (180 — 9$) = эт (90 — 5) 

9 да == 2090 вер 

Я [45 — 
10 а 50—25) 

9 

и 

13. 

14. а) и = 6,6 м./6ек° 5) {= почти 12 сек в) &=1:8 91 м 

Г) о-в, (задача 4). 

16. Ускореще шарика, движущаговя по плоскхти АВ №=90%Ф 

Въ Е сек. онъ пройдеть разетояе 

не ы 

И 
Искомая кривая будеть ьругъ еъ маметромь =, что не трудно по 

вБрить трафическя 

Примфчан!е Посльднео выражение есть нолярное уразнен е вруга, <. 
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Колебательныя движеня (гармоническая) 

$ 107. Поняще © колебательномъ движешв Гармоническое движение 
Для того, чтобы соетавить себ понят о прюнсхождени колеба 

тельнаго движевя. представпыт точку, движкувкуюся развномрно по 
окружности (фиг 105} начинмя оть & по направленно, указанкому 

стрёлкой. 
Движене точки по окружноетн можеть быть разложено ил два 

составляющихь движеля по осямь Ох и Оу, проведеннымь через 
центрь круга. Каждое 

у ИЗЪ ЭТИХЬ ДВИЖенЙ 

> является выфсть съ 
м тмъ движенемъ про- 

екциг движущейся точ- 

ки посоотвьтетвенной 
оси. Раземотримъ дви 
жене одной изъ лро- 
екщ точки, напр. 

проввщи ва 065 (х. 

Легко видЪть, что по 

МЕрЪ тото, какъ дви- 

жущаяся точка изъ 
лоложеня А будеть 

перемфщатьея по на- 
правленю, указанно- 

10> му стрзлкой, проек 

щя ея на ось Ох бу- 

деть двигаться вправо оть точки О. Когда точка, пройдя первую 
четверть окружноети, начнеть движен!е по второй четверти ея, про- 
скця пойдетт по обратному направленио къ точкВ 0, затЪмъ напра 

вится влЪво отъ центра круга къ Си наконець, съ возвращенемь 
точки движущейся по окружности, въ первоначальное положеше А, 
проенця возвратится въ центрь круга О Такимь образомъ она бу 

деть неремфщаться взадъ и виередъь между точками В и С, совер 
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шая колебан!я между пими. Размахъ или амплитуда колебанйя 

буцеть равна маметру 330. Центру круга О присваиваетел назване 

центра колебан!й. Время, въ течене котораго проскщя совершить 
полный равмахъ, т. е. возврахитея въ начальное положен, назы 
васлся лер1одом»ь колебавя 

Раземотрфнное колебательное движеве можеть быть произведено 

слёдутошныъ путемъ (фиг. 106): укрёнимъ на валу О рукоять Л съ 

плечомь 40. Конець рукоятки вотавимь въ рамку, снабженную 
стержнями Ди Е, скользящими въ пазахъь № н С. Вращая равно- 

мЪрно рукоять, мы и получниь описанное колебательное движене, 

которому присваивають назване 1лармоническаго двизеня Это 

движене мы и раземотримъ далфе 

Ващное значее тармоничеекаго движеютя въ физикЪ ясно изъ 

того, что законамь его слБдують частицы эфира, конецъ камертова, 

колеблющаяея струна; послфдиее и дало оеноване вазвать разсма 

триваемое движене тармоническизть 

$ 108 Зависимость между разстоящемъ и врежененъ въ гармониче 
скомъ движенм. 

Изъ чертежа (Фиг 105) уеммтриваемъ что 

& = ата .. {91} 
ТДЪ + — радтусь круга, называемый также радтусомъ векторомъ 

Послфдняя форыула показываеть, что величина пройденнаго проех- 

шею точки разстояя по оси Ох изыБняется пропорщонально $ 

угла между радусомъ-векторомь и перпендикуляромь къ оси Ох. 
Разетояве 2 вмотБ съ тВмъ равно проекши радгуса-вектора на на- 

правлене разсматриваемато прямолинейнаго движеня. Написанное 
выражен! можеть быть представлено для наглядности графически въ 
осяхъ координать, причемь по оси абсцисъ будуть откладываться 
углы « иди, что тоже, величины дуть, пройденныхь концохгь рад{уеа 
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вектора, а по ови ординать-—разетоян я покой движущейся лочец 
отъ центра кодебавйй (фиг. 107). 

Мы получимь кривую, называемую синусоидой. Кривая эта во 

стоптъ изъ двухь опметричныхь вотвей АВС н СЛРИ. Синусоиду 

вубеть съ 7Ъмъ выражасть завионмость между 2 п временами коле- 
бай, такь каюь отложенныя по оси абсциеь утлы пропоршопальны 
пременамъ волёдегые равномзрностн движения точки но кругу. Та- 
КИМЪ -образомь мы будежь иметь завиенмость между разстоящемъ и 
временемь. Кривая же, выражающая эту завиеимоеть будеть кри- 
в Й разетояв!. Утолъ поворота ращуса-зектора отъ начальнаго 

107 

направленя, опредёляюний положене движущейся точки, носитъ на- 

зване фазы. Такнуь образомъ для мгнолетя, когда точка находится 

въ положенн 4, фаза точки равна нулю. Для другихь положений 
движущейся точки фаза опредфцщитея тавъ: 

Обозначая зремя долнато оборота (перюда) черезъ Т а время, 

соотвфтетвующее повороту ращуса-вектора на уголь а или что то же 
соотвтетвующее данной фазВ а, черезъ & получимъ 

© 
Если и будеть число оборотовъ разуса вектору въ еекунду (чиело 
перодовъ} то 1 

= 

(53) 
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ля { равнаго послБдовятетьно 

тубелгь соотвьтетвенно значешя фазы р ввыя 

я 3 
Ось а 

Для разетолныи а пользуяеь вырадетаями (91) и (93) получимь 

д — гут За = к яв в (94) 

$ 109. Скорость и ускореще, 
Найдемъ скорость и ускорене въ колеоательномъ движени, ко 

торое вовершаеть проекщя точки движултейся равномёрно по окруж- 

108 

ности Скорость будеть равва проекщи скорости точки те 

9, = 0005 а 

По для 2 иыБемъ (выражению 30 8 57) 

1 =1% 

а потому 9, = 7 605 61 
(95) 

Предетавивъ зависимость между о, и $ графически, мы опять ио- 
тучимъ синусоиду, которая можеть быть названа: синусоидой ско- 
ростей; но синусоида эта будегь сдвинута относительно синусонды 

равстоянй иа 90° = (фиг. 108). Тамъ, гдф проекщя удаляется на 

наибольтую абсолютную величину оть центра колебан!, скорость 

равна нулю и наоборотъ. наибольшей величины скорость достигаеть 

при прохождевни проекщей центра. 
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Найдемь телерь уекореню колеблющейся точки, которое будеть 

равно проекщш полнато ускоревм движущейся точки. Но поелфдвее 

равно нормальному ускоренно ен, таюъ каъ точка движется равно 
ибрно т. е. 

И ды + 

\ потому 
= = 008 (в, ОХ} =1® зта = (969 

ИзВ этого выражешя, въ которомь ® — величине ностянная 
Усматриваемь, что ускореве изыфияется пропорщонально раз- 
стояню проевщш точки оттъ центра колебан!Я. Изъ приведен- 

ныхь формуль видимь, что когда скорость равна нулю, ускорев!е 
пхфеть наибольшую величину н наоборотъ. 

Соотношене между скоростью п ускорешемт, подобное еоотношенйо 
межу разстольомь по оп = п скоростью мо той же сеп, язилолоя вполи® 
естестленлымь, тахъ накъ мы омфомь дно съ слвусопдальными фунищами. 
Тань канъ производная огь зи # есть с03%, 10 иаимельшему эвеченно первого 
соотвфтстпуеть напбольшее значеше второго п паоборотт, 

Опредёлимь время Г полнаго колебавйя ИмЪемтъ 

еТ = Эа, 

Но 

а потому 

Но какъ мы только-что видфли, откошене “= есть величина посто 

янная ее называють коефишентомъь уокоров:я Обовначая коефи 

пенть ускоретя Черезъ р, получимъ: 

Сяфдовательно перодь колеоаня не зависить оть амилитуды а тишь 
оть коефищента ускоревя. 

$ 110. Сложеше двухъ гармоничеекихь движенй 
Найдемь теперь движене точки, которая будеть имёть одновре-’ 

менно два гармоническихь движения, изъ которыхъ одно опредьляется 
проекией радуса-вектора *, а другое — проокщей рад{уса-вектора *,, 

вращающегося съ той же угловой скоростью, но отстаощаго отъ пер 
заго по фаз на уголь ф (фиг. 109). Въ такомъ случа разстоян!е л 
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точки отъ центра колебашя опредфдитея суммой: 

х зна = гыши + в (а — 2) 497) 

109 

Если мы. сложнаъ геометрически рудусы # и, найдемь проек 
цю суммы ихъ 

В=.- 

ва ось колеблий Ох, то получимь 

Язта = гта + 1, п (&— $) = № {98) 

т. в. Х равно проекшя 

Е на ось Ох. Такъ какъ 
при поетояквыхь длн- 
нахъ тим, и ноетояя |: 
ной величин угла $ 

между ними и А бу 

цеть постоянной, то мы 
вицимъ, что воставное 
колебательное движев!е 

будетъ также соверигать 

ся по синусоицальному 
закону 

Въ фиг 110 пред- 

оставлены спнусоиды обоихъ движеюй, разнязщяет между собой по 

фазВ на уголъ ф. Если мы синусоиды эти сложимъ алгебрически 

то получимъ снова синусоиду что вполнЪ еогласуетея съ выраженемь 

Е 

р ; 

110. 
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{98). Составная синусопда ныбеть большучо амилигуду, нежелы соста- 
вляюлия, а по фаз занимаетъ среднее положен!е между составляющими 

$ 111. Частные случаи схоженя гарионическихь движении. 
6} Уголь разности фазу Ф=0 Въ этомь случа величина 7 

а соотвЬтетвенно амплитуда сннусонды, пробрётаеть наибольшее 

значене, 9то видно изъ выражешя (98). Относительное раслоложе- 

16 синусондь указано ил фиг 111 

тех Ва 

— 5 т.%. Ванаиынаавь тю 
фазВ относительно 7 ва пото 

вину угла между ги 
| . 7 3) Если ф= 90°, те ра- 

д) к 27 = мусы-венторы образуюъ ме- 

жду собою прямой уголъ, на 

ходясь, какъ товорять, въ 
квадратур» (фиг. 119) то 

= 

ь разно нулю, то уго. 

| Бели сверхь того “== то 

112 Верь, 
д уголь 8 — 45°. 

8 112. Сложеюе трехь гармоническихь движенй. 
Не разсматривая общаго случая сложея трехъ колебательвыхь 

движен!, что моъеть быть произведено подобно изложенному въ по 
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слфднемъ паратрифф, мы остановныея на тэогь часгномь видВ ©1ю- 

женя, котда мается три колобательныхь движеня съ равными 
амилитудами, но разнящихся по фаз одно оть чругого на 120 
(фиг. 118), 

Тазетояве в составномь пвнжеюи опредфлнтея из; выраженя: 

Х = 

— 190) 
к [на вга — 

в (#— 240] 

Сложимь снамала, движен!я 

(3) и (3). Не трудно лидфть, 

что радусъ-векторъ ихъ пред 
ставииея векторомь ОЛ, рав- 
нымь г и дВлящимь уголь 

ВОС пополам; слБдователь 

но / ВОР = 60°, а потому 

лия ОА п ОР образуютъ 
одну прямую. Просктируя ихъ 

пл направлен! Ох получиыт 

иран (я-— 190) = 
= (та — эта) = 0, 

113 
т. в. точка, имфя три коле- 

бательпыхь движеня, равныхъ по амплитуд, но разнящихся между 
собою по фаз на 120? оетаетея въ поко& 

сли въ случаф трехъ движев разность фазъ между двумя 

сменными радусами будеть 60°, то получимъ составное колебатель 

ное двыжене съ амплитудой вдвое большей каждаго изъ составляю 
щихъ двяженЯ, 
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Движене твердаго тЪла 

$ 113. Нензмёняеная система точекъ Опредьнене положевя ел зъ 
тространств®, 

Нензифняемой системой точеьъ или аосолютно твердьюеь тВлозгь 
называють такую совокупность точекъ, разстояюя межцу которыми 
при вебхь перемфщеняхъ спетемы остаются лоетоянными. Вели мя 
зообразтоть двф клён лнбо точки такой системы, соедпненными 
прямолинейньюгь отрезком то какъ бы система не двигалась, длина 

этого отр®зка будеть сохранять свою 

В воличину. 
Если им дифемъ произвольную со- 

и | вокупность точезь, то для опредвлейя 
А ( движены такой системы, долины быть 

заданы для каждой точки въ отифльности 

траскторит ин закон разетояый, или 

. движене сл должно быть опредфлено 

какииЪъ либо друтимь изъ указанныхь 
выше способовъ ($ 100). Шь случаб ще 

твердаго тВла вопросъ о движевйи его, 
равно какъ в объ опредёлен положеня ето въ пространствВ въ 
любое мгновевме, можеть быть значительно упрошенъ ‘Такъ, не 

трудно показать, ато для опредфленя положеня любой точки твер- 
лато тВла (разстоявя между точками которато иввфетны), достаточно 

имфть данными положея трехъ какихь либо точекъ его не лежа- 

щихъ на одной прямой. 

Пусть имбемь данными по положению гочки +, В и 0 (фиг. 114). 

Положен!е четвертой точки Р будеть также извфетно; дойствитехьно, 

соединивъ ее съ данными точками прямыми и принявъ треуголь 
никь АВС за основан1е, получимъ пирамиду, положен!е вершины 2 

хоторой будеть внолнЪ онредфлено, такь какъ разетояйя ея до трехь 

данныхь точекъ А, Ви С извВетны. 
Изъ сказаннато заключаемь, что для опредёленя движешя твер- 

даго твта достаточно задать деижен!е трехъ точен его 

114 
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Изъ числа различных движенН, когорыя можеть имфть веизмЪ- 

няемал снетема, простБйшими являются: поступательное и враща- 
тельное около неподвижной оси. 

Общее опредЪлене этих движет! было дано выше ($ 87). Коли 

вов точки тВла движутся поступательно то всякая лишы, соединяю- 
щая двф точки тВла между вобою пли вообще неразрывно связан- 
наи въ тВломь, перомБщается паралельно своему начальному по 
ложеню. Что же касается тВхь лин, которыя описываютъ концы 

ея, то онф мотуть имВть произвольную форму; въ частномь случав 
ов могуть быть прямыми (двияюЕ!е нобзда по прямолинейному 

участку путн, движен!е тёла по наклонной плоскости), дугами рав- 
ныхЪ круговь, пфлыми окружностями равными между собою. Изъ 
только что сказаннаго ясно, что при ноступательномъ движен дви- 
жене любой точки твердаго тБла опреджляеть движен1е вофхъ про- 

чихь точекъ этого тЬла 
Нашей ближайшей ифлью будетъь показать, что какое угодно 

элементарное леремфщен!е тфиа можеть быть разематриваемо накл» 
составное изъ пвнжен! поступательнаго и вращательнаго, ести въ 
частномъ случаз оно не является однемъ изъ нихъ. 

Для доказательства этого положеня разомотримъ первоначально 
частный случай, боле простой нежели случай облий, когла траек- 

тори точекъ тфла лежать въ плоскостяхь, паралельныхь нфкоторой 
данной плоекоети. Покажемъ, что всякое элементарное перембщене 
лочекь тёла можеть быть при этомъ условёя разематриваемо какъ 
вращательное около опредзченной точки которой присваивають на- 

зване центра вращен!я. 

$ 114. Движеще точекъ тфша паралельно данной плоскости Центръ 

и 06 вращенй. 
Заыфтимъ ‘предварительно, что положение всякой точки твердаго 

тфла въ плоскости будеть внолнЪ опредфлено, если будуть извЪетны 

разотоятя ея до двухь данныхь точежь его чевлщухь въ той же 
плоскости. 

Пусть будуть А и В (фиг. 115) точен твердчго тВла, положене 

которыхъ дано. Положене какой угодно третьей точки С, лежащей 

въ одной плоскости съ А и В, при сказанномъ условш также будеть 

извфотно, такь какъ для этого придется описать дутн круговъ дан- 
ными ращусами АС и ВС. иначе говоря по тремъ даннымъ сторо- 

вамь нужно построить треугольникт. 
Теперь положимтъ, что тфлю въ элементь времени перемфотилось, 

лажь, что точки 4 и В перешяи въ положеше 4, ин В, а точка 

С паходится въ С Сосдинимъ соотвфтственно точкн Ди В 

я В, между собою прямыми раздфлиыь ихъ дополамъ и въ точ 

© Вылиыь Оеновь мохалиян. 12 
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хахь дфлемя Ш и Е возотавнмь перпендикуляры до пересЪяевая 
между собою въ хочк® О. Точка эта и будеть центромь вращеня 

для объихь точекъ А п В; дфйствительно, если точка В вращаясь 
около центра О, опишеть при этомь дугу круга радусомь ВО == В,0 

стятивалющую центральный уголь ВОВ, то она придеть въ Д,. 

Что перемвщене точки 4 вь 4; можно разсматривать также какъ 
вращательное около точки О, выдно изъ слЗдующаго: ЧО = 4,0; 

сверхъ того уголь 404, = углу ВОВ,, хак какь вел®детне равев- 
ства треутольниковъ ..0В и {ОВ (пмфющихь ло три равяыхъ сто- 

115 

роны), будуть равны между собою углы 4,ОВ, ин АОВ. Но если мы 

оть того и другого отнимемъ по одинаковой части АОВ,, то остатки 
„4,04 п В, ОВ будуть также равны между собою. Отсюда заклхочаемъ 

когда точка В придеть въ В,, описавъ около центра О уголь ВОВ 
то одновременно точка А опишеть дугу круга, центрь которато ле- 
ЗКИТЬ ВЪ той же точкЪ 0. То же самое можеть быть доказано по 

отношенто ко вефыъ прочимъ точкамъ тфла, пля которымъ точка 0 
и будеть пентромъ вращеня. Такимъ образомь произвольное эле 

ментарное перем щен1е точекъ т$ла, совершающееся въ 
плоскости, можно разоматривать какъ вращательное около 
одной общей точки, служащей центромъ вращен1я тфла. 

Положене центра вралценя м®няется для наждахо элемента вре- 

мени, что ве трудно обнаружить, сели взять какое нибудь новое 
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произвольное положене гочекь А и В (вли лиш" АВ) в построить 
для нихъ положеше центра, вращешя. Поэтому такой центрь носить 
назвае мтновеннато центра вращен!я. Если точки твердаго 
тла перем щахются тать, что траектори ихъ лежать въ плоскостях 
другь другу паралельныхъ, то вол®детые постоянной величивы раз- 
слоя между ними точки, лежация на ляяхъ перпендикулярныхь 
хь плоскостяыъ движеня точекь, будуть всегда оставаться наэтихь ли 
ыяхъ, т. в. будуть описываль одинаковыя трасктор!и. Велфдетв!е этого 

и центры врашен!я будуть лежать на одной прямой, перпендикулярной 

къ плоскоетямь движевй, и образуютъ такимъ образомъ для всего 
тЬла ыгвовенную ось вращен1я Въ частномъ случа, если тёло 

ныфеть постоянную ось вращеня, то траектойи всёхъ точекъ тфла 
будуть круги плоскоети которыхъ будуть паралельны между е0бо1о 

Задача Найти центръ вращеня доски ломбернаго стола 

$ 115. Движеню твердато тла, инфющаго неподвижную точку.] 
Посредетвомь разсуждещя, аналогичнато только что изложенному, 

не трудно показать, что если твердое тВло имфетъ неподвиж- 

116 

ную гочку, то элементарное перемфщен1е всякой точки 
Тфла можетъ быть разсматриваемо какъ вращательное 

около оси, проходящей черезъ неподвижную точЕу т$ла. 
Опишемь около этой точки (не показанной на чертеж) шаровую 

12* 
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поверхность (фиг. 116). Точки тфла, находянияся ва этой поверх 

поет, при двишеши его будугь веегиа оставаться на ней, такъ 
какъ пентръ ея неподвижень. ВмветВ съ т®агь, если будеть изофетно 

движен1е точекъ этой шаровой поперхиости, будехь извЗетно и двн- 

жене всего тёла, такъ гакъ поверхность связана съ тёломь не- 
пзывняемьшть образомь А для того, чтобы опредблить положение 

шаровой поверхности, вращающейся около свосго центра, достаточно 
звать мВета, завимаемыя двумя какими либо точками ся съ твхгь 
усломемь, чтобы 063 точки не лежали на концахъ одного и того же 
даметра; дВйствительно, подобно предыдущему, не трудно показать, 
что положен е всякой друтой точки, неразрывно связаппой съ двумя 
длЕньаит точками, будеть тбагь самьзеь вполнв опредЪлено. 

Итак нустт будуть даны на описанной тоаровой поверхности 

двВ точки 1 п В, которыя въ течен!е элемента времени переходять 
соотвЪтетвенно нь А, н В,. Покажемь что подобное перемищене 

ихъ можеть быть разсматривасмо каюь вращательное около и\ыко- 
Торой осп проходящей черезь центрь шара, 

Соеданиьгь точки «Ён 4, а также Ви В, дугамя большяхь 

круговъ 44, и ВВ; раздфлимъь эти дуги нополамъ и черезь точки 
дфленя и центръ тара проведемъ больнне крутя МА пн Р@, которые 

перес®кутея на поверхности шара въ двухъ точкахъ, предетавляюлщхи ху: 
БОНЫ ОДНОГО И того же даметра; одна изъ нихъ, лежащая на обра- 
шенной къ нахь части шара обозничена букяою С. Проведежь кромВ 

того дуги больтитхъ крутомь 40 АС ВС В,С, при чемъ по по 

етроеню 

АС 4,С, 

ВС = Бо 

Раземотримъ трехтранные уры ОАД,СВ, и ОАСВ (точка 0 — 
пентръ шара). Утлы эти;-имбя по три равныхь огороны и соотвЪт- 
стненно расположенныхь плоскихь угла, равны между собою; ел хова- 
тельно. двухгранные углы ихъ при точеф С также равны между собою. 

Если къ этимь угламъ мы придадямъ по углу АОВ,, то суммы 

оудуть также равны т.е двугранный уголь А СА будеть равенъ 

углу В, ОВ 
Перемен! точки 4 въ А, можно равсматривать какъ резуль 

татъ поворота всей шаровой поверхности окодо лизи ©О ребра дву 

траннаго угла 4,СА, на величину этого угла, при чемъ точка А, 
оставаяеь на шаровой поверхности, имющей- неподвижный центръ, 

будеть находиться на постолнномь удалеши оть центра О Кром 
ого точка А въ конц перембщеюня будетгь находиться на томъ же 

разетояв я оть точки С чт» и ВЪ началв его тавл накъ 1 С = 4С 
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Гажимь образомъ точка будеть одинаково удалена отъ вофуъ то- 

цекь линш ОС, которая будетъь для мел овью врашешя. Куда пере- 

мфетитея при этомь точка 2? Она точно таюь же будетъ оставатьея 

на постоянномъ удаленти какъ отъ центра вращеян О, такъ и отт 
точки С, а, сябдовательно, п оть лини ОС при томъ въ кони пе 
ремзшент придеть въ точку В, что слёдусть изъ равенетва дву 
транныхь угловь АСА, и БСВ,. Такимь образомъ и перемщене 
точки В можно разематриватв какъ вращательное около той же оси 
пращения. То же самое можеть быть доказано относительно возхъ 

лрочихь точекъ тёла. Ось ОС является, слБдовательно, оеью враще 

шШя для всего твла при разематризаемомь элементарномь перем 
щеши его около неподвижнаго пентра 0. Способъ построевя точки С' 
и опредёлеши оси вращешя указываеть на то, что элементарный 
перемёщеня въ различные промежутки времени ИМВЮТЬ И различныя 

оси вращения, а потому оси этой ириеваиваетея назван!е мгновен 

вой оси вращен!я для даннаго элементарнахо перемфщея тзла. 

Переходим топерь къ общему слузаю дввтеня твердаго тВла. 

$ 116. Разложеме элементарного перемфщеня твердаго тёха на 
поступательное и вращательное. 

Пусть твердое 2$ло въ точевме оезконечномалаго промежутка 
времени перемащаетел такт, что кЪфкоторая точка ето О переходить 

вь положеше О (фит. 117). 

Пусть въ то же самое время другая точка А перейдетъ въ пото 
жене ‘А по иЪкоторой трчекто- 

ры Ч, 0 в 

Перемьшене 4 А, можеть быть 
на осповати правила еложеня 

н разложеня движен соетавле 

но изъ двухъ перезймщеей такъ 6 / 

что одно будеть совершаться по 
лиши АА, при чемъ тбло будеть 

двигаться поступательно, т.е. прямая ОА будетъ оставаться паралель- 
ной самой себ (0.4, равна и паралельна Ол), а другое будеть с0- 
стоять въ нередвижени точки д, въ окончательное положене ея 4 
Нодобнымь же образомь мы можемъ каждое изъ дЪйствительныхъ 
перемфщевнй всфхъ точекъ тфла заминть двумя двищенями, удо- 

влетворяющимн тому условно, что положеыя точекь въ концЪ дан 
нахо элемента времени будуть тВ же, что н въ дфйствительномъ дви- 
жеви. Для эгого вообразвимъ яхь сначала верембщаюнщимися лосту- 

пательно тадъ, что точка О по своей траектори перейдеть въ 0, 

т. е, займеть положеве, соотвфтствующее концу даннато элемента, 
времени. А затЪмъ всф точки тЬла за пеключенемь точки О‚, кото 

117. 
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рля будеть оставалься неподвижной перейдуть въ своя окоичатель 
выя положен, что по доказанному въ $ 116 можеть быть доети- 

тнуто врашенемт тзла около неподвижной (мгновенной) оси, ирохо- 

дящей черезъ точку О,. Такимъ образохь произвольное перемщене 
каждой точки твердахо твла можеть быть составлено изъ перемёще- 

Ия поступалельнаго и вращательнаго, 
Итакъ мы доказали, что всякое элементарное перемещен! твер- 

дакго твла можеть быть разложено иа два’ на поступателевное и вру- 
зцательное около неподвижной оси. 

Такъ какъ точка О есть точка вполнф произвольная, то разло- 
кеше даннаго движешя на поступательное п вращательное можеть 
быть соворлчено, вообике говоря, безколечныхь числомъ способов. 

Въ частныхь же случаяхь воякое движене тфла какъ мы ви 

дли, приводится или только къ поступательному, или ‘ольво къ 
зращательному, при чемжь послфднее иметь мфето въ двухъ слу- 
чаяхь: 1) когда точки т№ла перомёщаются паралельно данной плос- 

костн или, что 10 же, косца тфло имфетъ непоцвижную ось и 2) когда 
тБло иметь неподвижную точку. 

Перейдемъ тенерь къ разсмотрныю правиль сложеная движе 
н1й, заключающихся въ нахождени величины дфйствлтельнато пе 
ремфщен!я какой либо точки твердаго тфла и окончательнаго по 
лощеня ея въ пространствЪ, осли будутъ даны: начальное положе 
не ея и составляюнщщя веремфщеня, Такъ такь послёдея въ иро 

стЬйшихь своихъ вндахъ приводятсн къ перембщешяыь поступа- 
чельнымъ н вращательнымь, то въ нижеслфлующемь намъ и над 

лежить раземотрьть какъ премы сложеня ъ и другихь въ 
оТАВлЬности, такъ и премы сложешя хомблнащй ихт 

$ 117. Сложеще поступательныхь движений. 

Если какая либо точка твердаго тёла иметь два или нВсколько 

поступательныхь движенй, то въ этомь случав, очевидно, имфють 
непосредственное пряложене всё тв правила сложен!я поступатель 

ныхь движенш, которые были изложены въ кинематих® точки ($ 38), 

а потому мы можехь оказать, что хорда составного перемще- 
н1я есть геометрическая сумма хорхъ перемвщен!й соста 
вляющихъ. Такъ какъ хорды составляющихь перемёщен!й, описы 

ваемыхь воБми точками твердого тЪла ръ‘каждомъ изъ нихъ на 
основа опредълевя поступательнаго движевя будуть между во 
бою соотвтотвенно паралельны и равны, то и хорды составного 
перемфщезйя будуть также взалмно паралельны и равны. Слцова- 

тельно, зная окончательное положеше одной какой либо точки твер- 

даго тБла, мы безъ залруднев!я найдемъ окончательныя положешя 

вефхъ прочихь точекъ его 
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$ 118. Изображене вращатехьныхь движений посредотвомь овей, 
Воякое вращательное движеше въ данное мгновене опредфляетет 

слбдуюжныи элементами" 1) положещемъ оси вращее!я въ простран 

ствЪ, 9) направлетемь вращейи и 3) угловой скоростью, подъ ко- 

торой разумВють скорость точки, удаленной на единицу разетояй 

оть оси вращешя. Вов эти данныя въ совокупности могутъ быть 
изображены векторомь, проведеннымь талуь, чтобы ошь по положено 
совиаданъ съ прямою, служащей 
осью вращея въ данное мгнове- 
ве и ныть такое направлете, ы — 
чтобы глазу наблюдалеля, раепо- 118 

ложенному согласно указанному 
на фиг. 118, вращене предетавлялоеь совершающимея ло члеовой 
стоблкЪ. Наконещь длина вектора 4.2, взятая въ извфетномъ мас 

итабЪ, должна выражать воличину угловой скорости, 
Подобное изображене вращев!Й посредетвомъ векторовъ, которым» 

присваизахоть назваше осей вращен!я, подразумбвая подъ этвмъ 

вс три указанные элемента вразцен!я, облегчаеть въ зкачательной 

степени сложене вращательныхь движенйй 

$ 119 Сложеню двухь вращешй, оси которыхъь паралельны и на- 

правлекы въ одну сторону. 
Даны осн О, и О,В (фиг. 119), причемь О.А | О Ви обЪ оси на 

правлены въ одну сторону. Требустся найтв ось 

составного движеня. Какая-либо точка, К, лежа С 

щая въ плоскости осей О, Аи О.В, будетъ имЪть 

дв линейныя скороети:0, 4.аК, направленную @ 

за плоскость чертежа и О.В. ВК, обратную ей 

Если точка эта находится въ покоф, для чего яе- 
обходимо, чтобы линейныя скорости ея въ обфихъь 

врашешяхь были равны по величин и проти @ 

воположны по направлено, то имБемъ 

0.4 ак =о,В эк 

> 

эгкуда 
>< 

6,8 ак: (99) 

= е. разстоянця ея до осей вращеная должны оБееь 0 
имъ обратно пропорщональны. Но въ подобныхъ 119 

условяхь будетъ находиться любая точка, ли 

0С, разетояя которой до осей О,А и 0,В удовлетворяють равен 
сетву (99), т. о. ве точки этой линЁи будуть ненодвижны, елфдовательно 

ока н будеть опредфлать собою положене оси составного вращеня 
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Ностараемся теперь опредёлить угловую скорость этото вращенИя; 
найдомь для этого линейную скорость какой-либо точки а, прияа- 
длежащей оси 0,-4 и нафюдней два врадщеня около осей 0,4 м О.В: 

зная линейную скорость и разстояне Точки а до осн ОС, мы най- 
демъ и некомую угловую скорхють этой точки. Въ первомь враще- 
ниш скорость точки и равна нулю, такъ какъ она лежить на ося 

вращее!я; а во второмь скорость эта равии О.В. а. Слфдовательно 

п составная скорость точки а будеть 0.В.а5. На съ другой стороны 

она должна выражаться произведонемъ аА . ОС тд ОС искомая 

угловая скорость составного врателы. Шаюь 

«А 006=0,В 

ое=ов 

иК--8К 
= 0,8 ак“ = 

= О,ВтОв. 

Цзъ пропорщи же (39} получаезть: 

, к 04=01 

а поток 

ОС=О.В + Оа 

т е утловая скорость составного вращения рознь сумы® 
утловыхь скоростей пращен!й составляющих. 

Найденное правило распространяетея бевъ затрущненя на тотъ 
случай, когда тЪло изветъ ибеколько зраенй около паралельныхь 
осей, направленныхь въ одку сторону, для чего слфдуетъ только про 
изводить сложен этнхъ врастй по два, 

$ 120.. Сложеже двухъ вращенй оси ъоторыхь паралельны и ка 

правлены въ разныя стороны, 
Нели осями составляющихь вращен будутт лини ОЛ и О.Н, 

противоположно направленных (фит 120), то не трудно показать, 
что составное вращеше выражается осыю ОС, раввой разности ихъ. 
те 

06=0,А— 0,В. 

Изь этого выражен:я видно, чзо направлен составной осн будели 
одинаково съ налравлемеузь большей изъ оеей 0,4 или О,В. Положе- 
не же оси опредёлится разсужденемъ, подобнымъ изложенному выше 

при сложенш одинаково направленныхь паралельныхь осей 
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Нькоторая точка А’ (какъ оудетъ цалфе видно, лежащая за боль- 

шей изт осей) будетъ поконтьсл, если будеть еоблюдено услоше: 

ак. АЗК. 0, 

А 0 
[4 ах * 

с. в. если разетоящя точки до оссй будуть обратно изь пропо] о 
нальны. Че трудно уемотрЪть непоеред- 

ственно изъ направлешя врашен/й, 150 о 
зелкая точка, помфщеннал между осями 
0,1 и О.В, ныветъ въ составляющихъ 

вращешяхь скорости, созпадмония ме 

зицу собою по направленно. 

Итакъ, если оси составляющихь 
вращенй, будучи между собою пара- 

лельны, направлены въ то же время 
въ разных стороны, то оеъ составного 
зращешя равна алгебрической разно 

сти нхь *), лежнтъь въ одной плоскоети 

еъ осями вн ихъ въ сторонЪ большей оси на такомъ удалени отъ 

осей, что разстоля ихъ до составной оси обратно пропорщшональны 

зеличинамь осей. Найдем разетоямя осей ОСи 0,4 до оси О.В 

Имемъ изь пропорщи (100%; 

откуда 

(100) 

= 

И п 2: 

-.< 

120 

од _5к 
О.В ‘аК: 

Оа—0,В _ Как. 
о в 

06 _%& А 

ОАК 00 в 

Въ частвомъ случай (фиг 191) а -- и. 
сели | 

0,4 = 0,В р 
то з 8 

06=0 121 

Найцемт разогояне ФА этой оси. до ови 0,5 Изъ уравнения (101) 

получаемь 

*) Опродвленю «влгебрическая» 188 ооть фиазываеть п на направлеше состав 
Вой оса, 
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такь какъ 96—0 

1 ©. ось составного вращеня, будучи по величины равной нулю 

удалена на безконечное разотояне. Но вращен!е около безконечно- 

удаленной оси обращается иъ поступательное движение. Таклзгь обра- 
зомъ, еелн т®ло иметь два вращены около паралельныхь, обратно 
направлекныхь и равныхь между собою по величин? осей иди, калъ 
тозорять, сли т%ло имЪеть пару вращен! то составное 
движен{е тфла будотъ поступательнымь. 

Чтобы убфдиться въ этомь съ поляой ясноевью, достаточно 1о- 
казать, что вс точки тьла будуть им®ть одну и зу же мо леличанв 
и налравленйо линейную скорость. Сакъ напр., скорость какой ви- 
будь точки К по величин опредёлится изъ выраженя 

„=0,В.5К -- Оа. ак, 

0.8 =04 

= 0,4 6К к аЮ = 4,.... 00 

0 тавъ тамъ 

то 

т. в. скорость эта не зависить озь положетя точки К, а будеть сл®- 
довательно одной и той же для зпобой точки тзла при данной пар® 

зращенй. Замбтимъ здфеь, что задавая пару, нужно вромз величины 

пи направлен! осей врашевн указать п разстояне между нимн, на 

зываемое плечомъ пары, тавъ кавкъ оть него завиенть скорость 
поступательнато движения точекь тёла (102). 

Не трудно по направленно осей непосредственно изь фиг. 121 

усмотр®ть, что при обоихъ врацентяхь точки тфла будутъ двитатьея 

по перпендикуляру кт плоскости чертежа въ сторону къ читателю. 

$ 121. Сложене двяжен: вращательнаго и поступательнаго пер- 

пекдикуляряаго къ оси вращеня. 
Пусть векторь ОА будеть осью вращевя тёла (фиг. 122); пусть 

тЪло иметь кромв вращательнато движеня ноступан ео скоростью э, 
лежащей въ плоскости, перпендикулярной къ ови ОЛ. Изъ точки пе- 

ресъчетя а оси ОА сь плоекослью опустимь перпендикуляръ на 

направлеше скорости о. Отложимъ на незь отрёзокъ «равный эл. 

Въ точки К возставимъ периендикуляръ къ плоскости; отложимъ по 
направлетю его два вектора АВ и КС, равныхь по величия оси 
зрашеня О.А, которое имфетъ тЬло, во взаимнопротивололожныхь 

по направленно. Сообщимь тёлу два вращеня, оси которыхъ выра- 
жались бы указанными векторами вралщездя эти, очевидно не про- 
изведуть никакого изифиевя въ состояи Бла. 

Сложимъ между собою вращеня 0.4 и КВ; вращеня эти, образуя 

пару вращен, могутъ быть замБнены однимъ поступательвымъ дви 
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хетемь, скорость кохорахо будеть равна данной скорости ®, но 
обратяо направлена, а тавйя поступательныя движены взаимно уничто 
катотел. Въ результатв у насъ остается одно вращене КО, ось ко 

кораго равна и паралельна данной оси. Итакъ, два движенм—вра 

щательное и нериендикуляриое къ оби его поступательное — 
могутъ быть заыфиены однимъ вращательнымъ движен1еь 
ось которато паралельна и равна оен даннаго вращен!я, 
во находится отъ нея на разстоян1и, равномъ отношен!ю 
скорости поступательнаго двишетл къ утловой скорости 
вращательнаго, ва лин! перпендикулярной‘ въ скорости 
поступательнаго движен]я 

122 

Сльдетье. Изъ только что выведеннаго слёдуеть, что ось вра 

щешя въ тёлф можеть быть перенесена паралельно самой себЪ безъ 

измёненя движешя тла, если одновременно будеть сообщена тзлу 

пара вращен!й со скоростью, равной произведению оси ва разсхоян!е 

между старымь и новымъ положешемь ея или равкоцённое этой 
парЁ вращенйй поступательное движене по направленно нерненди 

кулярному въ плоскости осей 

$ 122 Словеше вращательнаго н поступательнаго движений. 

Пусть разоматриваеное нами твердое тло имфетъ два движен!я: вра 
щательное, ось котораго выражается звекторомь 04 (фиг. 123), и 

поступательное со скоростью ®. Разложимь послфдиюю по двумь 
взаимноперпендик} лярнымъ направлешямъ на ®.и®, изъ которыхъ 
вторая лежить въ плоскости, перпендикулярной къ оси вращешя. 
Вращене ОА п поступательное движене со скоростью +, могуть 
быть замфнены, еотлавно предыдущему параграфу, однимъ враще 
немъ еъ осью КР паралельной оси вращеня, но находящейся оть 
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ноя на разетояны, равномь отношению скорости +, ит утловой ско 
роеети врыленя О, т. в. ъ,: 04. 

Тавнмъ образомъ два данныя движеюя замфняютсн однимъ врл 

зцательньюгь движешель и поступательньмт по яаправлемю парл 
лельному оен вращательнаго движеня 

$ 123. Сложеше двухъ вращену, оси которыхь переезнаются Пра- 
вито царахелотрама. 

Прелположиуь что намт длно твердое тфло имЪющее дв вра 

щеня, изображающияея осями ‘ОА и ОВ пересвкающимися въ точ 

КБ О (фаг 194). Докажемь, что оба эти вращеня, будучи сложены 

вмЪстЬ, дають новое вращательное движене, осью котораго будетъ 
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датональ ОС паралелограма иостроеннаго пл осяхь ОГ и ОВ во 
ставляющихЪ движешй. 

Для того, чтобы лншя ОС’бына оеыю такого движенля, достаточно 
во-первыхъ показать, + она имфеть дв точки, остаюнщяся непо 
движнытии при сововуюности вращенй ОЛ и ОВ, а во-вторыхъ, что 

утловая скорость составного движевя измфряется величиною 00 
Цеподвижи»тии точками лими ОС будуть: точка О, принадленащая 
объимь осямъ 04 и ОВ, а затБуь точка С, линейныя скорости ко 

торой въ составляющихь вращешихь равны по величинЪ и прогиво 
положны по направленно; въ самохгь дЪль, опустивъ перпендику- 

ияръ 0 изъ точки С на направлене оси ОА, мы получимь что 

скорость точки С’ по врашще!и около оси ОА будеть равна 

ОЛ аб 

и направлена перпендикулярно къ плоскости чертежа оть читателя 
скорость же той ще точки въ движенш ОВ равна 

08.56 

и направлена кь читателю также перпендикулярно къ плоскоети 
чертежа. Ио 

04 аб =ов ы 
ТАЮКЬ ЕЛЬЪ 

о= В, еле, 
а 58 В 

аб = Об. мп; $0 ОС ян В 

. ОС =Ар 06 

ар и ов 10= . ОС зт3 — АР 06 

лВдовательно, составная линейная скорость точки О равна нулю 

т. в. точка остается неподвижной а поточу линя ОС представляеть 
собою ваправлеше оси гращеня. 

Что же касается величины угловой скорости составного вращены 
то мы найдемь ее, опред®ливь напр. скорость (линейную) точки А въ 

этошь движеви, а затВыъ зкая разотояще ея до оси ОС, мы опре 

дьлимь и ея угловую скорость 
Эта точка, какъ и всБ точкн тфла, имфеть два вращетя около 

осей ОЛ ин ОВ; но въ первомъ скорость ся равна нулю, такъ какъ 

она лежить на оси; слфдовательно, составная скорость ея булеть равна 
скорости при одномъ второмь вращения; во-второмь же скорость ея 
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будетъ ОВ. Ае, при чемь 4е перпендикулярно къ ОВ. Но изъ сра- 

знешя хроугольннковь ОЛВ н ОДС, равновеликихь межд собою 

(каждый равеяъ половин паралелограма ОВОА), получаень 

ОВ Ае— 06 д 

тдв АР разстояне точки доосл ОС, а ОС—величина угловой скорости, 

Нтакь, мгновенная ось составного вращевйя твердато тЪлл 
выражается по величин и направленно д1агональю лара- 
лелограма, построеннато ва овяхъ составляющихь враще- 
Ей илв наче: ось составного вращетя равна теометриче 
ской сумм осей составляющихъ вращениь, т. в. 

06 = Од -+ ОБ. 

Мы видим гакимъ образомъ, что правило паралелограма, доказан 
ное ранфе для скоростей поступательныхь движенй, будеть спра 

зедливо и для осей движет врашательныхь. 

Примфромъ практичеснаго ирихёневйи сложен пращетольныхь двпзкенй 
около двухь ностолиныхь осей дип получешя пращешя около произвольной 
ост, лежащей въ илоскости осей сяагаемыхь двнженй, служить привфе Бар- 
дана, иримняемый рь судахь дая подефщинышя предметовь, которые прп 
манповевяхь судьз должны сохранить вертякальров положен; таковы лампы 
подевЪчниия ит. д 

$ 124. Мкотоутольнниь вращенй 
Только что найденное правило паралелограма дли осей вразентй 

безь затрудненя распространяетея и на случай ифеколькихь враа- 

тельныхь движешй ($ 39), и мы получимт правило многоухольняка вра- 
шен!И, по которому сторона, замыкающая мнотоугольявкъ, по- 
строенный на осяхъ составляющихь вращен!й будеть осью 

вращен!я составного или, что то же, осъ составного врала- 
тельнато движен1я есть геометрическая сумма осей враще- 

эй составяяющихь 

Отсюда слФдуеть, что оси вращении могутъ быть слагаемы по пра- 
виламъ геометрическаго сложеня, а потому въ нямъ безъ дальнЪй- 
шихъ объяснен!й прилагаются выводы, изложевные въ 88 17, 16 и 19. 

Изъ нихъ каиболзе важнымъ по евоимь приложенямъ являетея слу 
чай, когда вращен1е опредфлевно посредетвомъ трехъ прямоугольныхь 

осей, выражающихь составляющя движешя, при чемъ направленя 
осей проходять черезъ неподвижную точку въ тёлВ 

Какъ было доказано, всякое движен!е тфла, имфющяго неподвих 

ную точку, можеть быть представлено гакъ движене вращательное 
около нёкоторой мгновенной оси, проходящей черезъ эту точку. Какъ 

показываеть самое назване положене направлене и величина этой 
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оси ") ыБннются съ течешемь времени, #0 во всякое данное ухно 

вене ось эта можеть быть опредълена тремя свонми проезщями на 
три неподвижныя прямоугольныя оси, которыя и будуть осями со- 
ставляющихъ движен!. Вели ось составного вращемшя равна нулю, 

то будеть равна нулю и каждая изъ составляющихьъ осей, иначе го- 
воря, есля скорость составного вращешя равна нулю, слфдовательно, 
если ТВло, имфя неподвижную точку, находится въ покоф, то и еко- 
рости соетавяяющихь вращен!й будуть равны нулю, п обратно: для 
того чтобы тфио ие имфио врашательнаго движен!я, должны быть 

равны нулю осл трехъ взанмнолерпендикулярныхь вращев!й. 

$ 125 Сложене двухъ зращенй, оси хоторыхь не лежать въ одной 
плоскости. 

Пусть тВло имфеть два вращенуя, опредБляемыя осями ОД и 0,В 

(фиг. 125). Для сложешйя этихъ вращейй поступимъ таюъ: перене 

вом ось вращевя ОЛ паралельно самой себЪ 

въ произвольную точку 0, оси 0,8; соверщая 1 

такой переносъ, мы полжны будемъ сообщить 1 ^ 
ЗВлу соотв тотвеннымь образомь подобраиное А 

поступательное движен!е съ тВмъ, чтобы с0- 
стоян1о тЁла. ве лзмёнилоеь. Врааценя 0,4, и 
0, В, оси которыхь перееЪкалотся, могутъ быль 

замфнены однимъ вращешемь по правилу 

паралелограма ($ 123}. Слёдовательно, данная 

совокуиность двухь вращенй можеть быть 125 

замьнена однимь поступав!емгь и однимъ вра- 
щенемъ. Послёде!н же два движеюя веегда могуть быть замвнены 

вращетемъ и ноступательнымь движенемъ — по направленно оси 
вращеня ($ 191). Итакъ, совокупность двухъ вращен1й оеи 

хоторыхь не лежать въ одной пчоскости, можеть быть 

зам нена однимъ вращеваемъ п однимъ поступательнымь 
движен!емъ по направлевн!ю оси вращен1я, 

$ 196. Обще выводы о сложени движешй твердаго тёла 
Резюмируя вее изложенное о сложенн движевй твердаго тёла 

мы приходимь къ слёдующимъ выводам: 
1) Два или нЪфоколько поступательныхь движений всегда приво 

дятся къ одному поступательному движено 
2) Совокупность произвольнаго числа вращев!й приводится въ 

общемъ случаБ къ одному вращению и одному поступательному дви 

женю по направленю, паралельному оси вращен!я; въ частныхъ же 

*) Замфтимь кстати, что это тё же самые эзементь которые характеризуют, 

©0б0ю веяшй вовторъ 
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случаяхь или къ одному вращение (88 119, 190 и 128) или къ парЪ 

врящен!й ($ 120), которая можеть быть замбнена однимъ лостула- 
ТОльпьигь ДВИЖеНехъ. 

3) Совокупность произаольнаго тисла поступательныхь и враща- 
тельныхь движенй приводилея въ общемъ случав къ одному вра- 
щательному движению н одному поступательнону по направленно. 
ларалельному осм вращев!я *). Въ частномь же случа, вели состав 

ное поступательное движеще будеть лежать въ илоскости перлевди- 
кулярной къ оси вращетя, вся данная совокупность движенйй за- 

эВняетел однимъ врашенемъ (& 191) 

*, Розульталомь этихь двл кен!Й является винтовое движелю около оси вращеши. 
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ТЛАВА УП 

Основныя начала динамики 

$ 127. Начало косноетн и начало независимости. 
При изолбдоваюи движен!, при вывод зависимостей между ме 

ханаческями величинами, его опредфляющими, мы пока ке касались 
причиеь, оть которыхь зависить данное движен!е; но найти этн при 
чины, указать соотношеше между ними ни движешемь представляется 
зесьма вавнымъ, какъ для болже подробнаго п пгирокаго изученя 
самато явлешя, такъ и въ пфляхь чисто практическихь для возмо 
ности пользоваться различными движешями нли производить `по на- 
шему произволу 18 нли друйя перошьшеня тБть съ извфетными 

скоростями и ускоревями. Въ этому мы телерь и лерейдемь. 

Причину, производящя двузжене тёла или оказываюния втяе 

на него, мы можемъ искать, вообще говоря, въ самомъ тёлВ или вн® 
послёдняго. Цля выяенен!я этого обстоятельства обратимся къ раз 
смотрфнно дфйетвительныхь явленй цвиженйя. 

Если тяжелое тБло падаеть, не’имя начальной скорости то для 
такого движевя имвежхъ уравнен!е- 

тд 9- усьорене съ которымъ илдаотъ тб то, равное приблизительно 

9,81 м./сек”. 

Если падающему тзлу была сообщена начальная скороегь -— в 

то разстояне, проходимое твломъ будеть таково 

3 г. 19-5 

Это движене можно разсматривать какъ бы состоящим изъ двухъ 
движен!: раввомфрнаго со скоростью ®, и равноускореннаго съ уско- 
решемь 9. 

Вели мы бросиыь какое либо тёло горизонтально со скоростью 9% 
то и здесь дфйствительное движене тёла можеть быть разложено 

18 
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на два: одно по горизонтальному напразлен ю при чемъ 

нЕ 

другое по вертикали; здЪев 

Зъ какомъ бы нанравлени мы не сооощали скорость оросасмому 
т%лу, разлатая дЬйствихельное движен!е тёла на два составлято- 

щихь, мы всегда получизгь, что одно изъ этихь движен! будеть пря- 
молинейныегь и равномёрньыйгь съ приданною тзлу начальною еко- 
ростью, которая тфломъ какь бы сохраняется; второе будеть всегда 
равноускореиныхь съ однимъ п тёмъ ме по величин и направие- 
но ускорешехь 9, незазвненмо отъ величины и направлешя началь- 
ной скорости. 

Чему приписать во первыхь то, что тфло постоянно сохраняетъ 
разъ приданную ему скорость, во вторыхь то, что независимо отъ 
этой скорости тБло при падени получаеть одно и то же уеко 
фене? 

Такъ вакъ скорость, сообщенная тЪлу, сохраняется ныь незави 

вимо оть того, какое направлене относительно ея будеть имЪть по- 
лучаемое тВломъ ускореве, другими словами, независимо отъ обетоя- 
тельствъ движешя посл начальнато мтновешя то наиболВе есте- 

ственнымь явилетея приписать сройство это способноеть сохра- 
нять скорость, пезавиеимо отъ услов движеня, — самому тфлу; 

при этомь скорость сохранястея одинаково, будезтт, ли она нулемъ 
пли выразится нфкоторымь чнеломт, нри чемь послЪднее возможно 
только въ томь случав, еели мы предварительно выведемъ покою- 
щееся тёло изъ соетоятя покоя, сообщивъ ему скорость; тфло же 

само этой скорости себф не придаеть но за то, разъ получивъ ее 
уже ее и сохраняеть. Мы приходим хакимъ образомль къ тому за 
ключен!ю, что тфло обладаеть свойствомь сохранять свою ско 
рость или, какъ товорять, сохранять свое состояне, будеть ли 
то нокой или движен1е съ нЪкоторой постоянной по зелячин® и на- 

правленю скоростью, т е. движеше прямоливейное и равномёриое 
Тло своего состояшя само не мфняетт, являясь, елБдовательно, коб- 

нымъ инертныехь волфдетве чего и указанное свойство тВлъ назьы- 
вають косностью или инери1ей, а самое начало механики, при- 
писывающее тфламъ свойство сохранять свое состояне началом 
косности или началомъ инерии 

Второе обстоятельство, состоящее въ томь, что т®ло, канъ мы 
теперь уже можемь сказать, независимо отъ своего состоян]я 
получаеть одно и то же ускореюе остается приписать причинамь 
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лежащихь внЪ тЬла. Причинамъ этвыъ даотъ общее назва силу, 
и сафдовательно, сущность дфНетыи снлъ на движущееся или по- 

хоющееся тВло состоитъ въ сообщен1и ускорев1я, при чемъ уско- 

рен1е это будоть нозависимымь отъ состоянйя тВла. Мы пыфемь 
чакныъ образомъ Второе основное положене или вачало механикл, 

которое можеть быть названо началомъ нсзависимости дй- 
отвя силъ отъ состоят тфла. Теперь же добавимъ, а виоелд- 

ств приведемъь въ подтвержден!е нфкоторыя соображеня, на осно- 
вши которыхь указанное налало раслирунотъ, полагая. дЪйств1е 
силъ независимымь озь дЪйств!я другихъ силь на то ще 

ло, Въ такомь случа полное выращене закона назависи 

мости нли абетрающуи будеть состолть въ томь, что данная сила 
дЬйствуеть на тЬло, т. е. сообщасть ему извфетное ускорен!е, не 

зависимо какъ отъ состоя я тв та тлкЪ н отт дуйствя дру 

тихъь силу. 
О сил колнчествение мы можемъ судить по измВненно скорости 

движеня съ течещемь времени, по ускоревю, сообщаемому данной 
силой. Слфдовательно, самая сущность силы такныь путемь не 
разъясняется; но такъ накъ дла насъ съ механической точки зрв 
ня важно лишь установлен!е количественнаго соотноленя между 
енлами и движешемъ, то обстоятельство это ввиду указанныхъ 6006 
ражен не имфеть значевя. 

Оба высказанных начала, будучи выведены изъ опытовъ, нахо 
дать себ подтверждеше въ послзднихь и при томъ въ своей сово 

купноети; отдфльно же подтверждаются косвенно. Приведежь по этому 
поводу слова Вышиеградскахо *). 

«Чо намгь за дБло въ прняоженяхь до справедливости отдль 

ныхь гипотезъ, если мы эти гипотезы будемъ употреблять не иначе 
какъ вуБот5 и убъждены, что чрезъ ихъ соединен1е получтагь истин- 

ные, дЪйствительные результаты? Положим, я знаю достовёрно, 
что у моня всего есть 9 тысячи рублей денегь и они лежать въ 
двухь ящикажь; положимъ, что я еоечиталь деньги въ одномъ изъ 
этихь ящиковъ и нашелъ, что тамъ 1 тыеяча рублей; изъ этого я 

заключаю, что въ другомь ящикб будеть тоже тысяча; если я ошибся 

въ счет® денегь перваго ящика на 100 рублей, если тамъ находится 

только 900 рублей то мое заключеве отноеительно денегь второго 

ящика будеть тоже оптибочно: тамь будеть не 1000, а 1100 рублей; 

но если я эти деньги затБиъ есыпаю вмБотф н употребляю но раз- 
дДФльно, то дв ошибки, которыя я едёлаль, не будуть имфть ни 

какого влыпия на мои остальные расчеты. То шё самое будеть и въ 

*) Л. Цирпатавь. Начеду мехавики. 1889 стр 2 
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зашемт случа®; каждая изъ двухь сдланиыхт гипотезъ можеть 
быть нерфрна, но какъ отб вогЬств взятыя даютъ лвлеве, в, доето- 

ъбрности котораго я ‚убЪждень, то п результаты мною получаемые 
чрезъ соединеже этихъ невфрныхъ гипотезь, будуть справодливы» 

8 128. Принбры, подтверждающее начала косности и независимостя. 

Отдльно о поводу выеказанныхъь началь можно привести е. 

дующие соображеня: Нели т6Бло покониеся, то ить досталочнахго оено- 

зан, чтобы оно само пршилю ву движев но тому или друтому 
направление. Вели тЁло находитен въ нвиженми съ пфкоторой опре- 
дъленной скоростью, то также нфть основашн, чтобы оно измбцило 

направлен свосй скорости въ данную с?ороцу, а не въ какую либо 
другую. Что же касается величины екороети, то доказать, что ско- 
роетв останетея постоянной, ссяи па тбло не будуть дВйотвовать 

ввкавя вязииИя причиаы, не предетавляетел возможнымю; дёйетви- 
тельный явлешя движемя твлъ обыкновенно дають повод сдЛытать 
обратное заключеше, благодаря чему тВламь природы ирнписывалось 

многими етремлеще къ покою. Но еслп мы разсмотримъ впимательзо 

различные призбры движеня, примехмъ въ расчеть влле!е везхь при- 

чинъ, лежащихь веб Ъла и действующих на нето, мысленно осво- 
бодимь тЬло отъ этого оля я, заключающагося въ сообщееи тЪлу 

уекорсый, то мы увидимъ, что въ результат останется или равном р- 

ное прямолинейное движеню, или въ частномъ случаЪ покой. 
Воть иримфры, подтверждаюные начало няерщи; человёкъ, вы- 

скакиваюриЙ изъ движущагоея знинажа, сохраняеть имолтуюся 

скорость, одинаковую со скоростью экитиико, и потому касаясь но- 
тамш земли, наклоняется въ сторопу движеши. При пиезалвой оета- 
новкЪ вагона, сндяще въ немъ пасажнры наклоняютея по наира- 
вленцо движевюя, сохраняя имющуюся скорость. Тфло, брошенное 
врерхъ человЪкомъ находящимся на прямолинейно движущемся 

суды, снова попадеть при наден!и ему въ руки, сохраняя скорость 

общую съ судномъ. Шаръ, движущийся по горизонтальной ловерх- 

ности, съ течещемь времени останавливается; но разотояще, прохо- 
димое шарогь будемь тб больше чЪмъ ровнфе поверхность, по 

которой онъ движется, чёмъ меньше, слёдовательно, т причины, 

называемыя сопротивлевями, которыя пренятетвуютъ этому движе- 
ню. Мы подходимъ къ заключено, что если бы всЪ сопротивлешя 

были устранены, то шаръ двигался бы вфчно еъ постоянной скороетьто. 

Движеше тёлъ брошенныхъ, артилерйскихь снарядовъ и т. п. 

подтверждаеть совокупность обоихъ ночалъ — инерщи и абетракщи. 
Если мы отнимемъ (механически) влявя производимыя веЪшними 
причинами, предполагая ихъ дёйствующими независимо отъ сослоя- 
я тфла и другъ оть друга, то`въ результазв мы получимъ прямо 
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линейное и равномбрное движеше. (тошть раземотрёть только при 
водивыцяся выше уравнены дипжены этихь тъль 1$ 127) *). 

Упомииемь затумъ о слдующихь фактахь: насаживане топора и 
топортице ударами руколтки; отклонсяйе падающихь еъ значитель- 
ныхь высоть ТЬль от вертикальнато направлевя велёдетв{е движени 
земли; двнжеше тфла, удерживаемаго нитью и движущагося по окруж- 
пости или вообще непрямолицейно въ случай разрыва нити, прн чемъ 
по начлваеть двигаться по нрязой, касательной къ кривой въ мгнове 

не прекращешя дЪйствя нити; открыт’е планеты Чептунт **} ит д 

$ 129. Силы и ихь изибрене 
1. Посредетвомъ силомбровт, (динамометровтъ). 

Мы можемь судпть непоередсхвенно о дЪйствш силь на основа- 

ин елЗдующато положены: если дъйстые каждой изъ двухъ еилъ 

ца дачное тЬло при нрочихь равныхь условихь одно и то же, то 
таыи силы называются равнымй между собою Зичя одну изъ спть 
мы путемъ непосредственнатго сравнения 

найдемъ другую, примВняя приборы, из- 

вЪетные подъ назвавемь динамометровъ 
или спломбровъ, къ чнелу возорых» ири 
надлежать и пружинные весы. 

Обзлевустройство динамометровь, пи 

сываемое въ курсахъ физики, подобно 
динамометру Реньо, изображенному на 
фиг. 126. При употребленя его конецъ 4 

уврВиляется неподвижно, а въ В под- 
эБшивается взвыливаемый трузъ. Въ 

зависимости отъ величины послёдияхо 
вертикальныя части динамометра боле 
или менбе сближалотея, при этомъ ры 

тажекь а, соединенный шарниромт, съ 

рычажкомь 5, поворачиваеть послЪдняй около оси вращеня О Подъ 

дЬйстшемь же 65 поворачивается боле или менфе стрфлка укрфи 
ленная на оси О,. 

Подвфшивая къ динамометру различные грузы, мы назовемь рав 
ными между собото т, которые сжимають одинаково пружину динамо 
метра; зная величину одного изъ нихъ, будемъ зназь величину друтого. 

Но такой сповобъ ивмфревйя силъ не всегда прамфнимъ, и крозеБ 
того мы ве получаемь зависимости между силою и ускорешемъ 

1% 

*) Изложецныя начала могуть оыть лодтверждевы непосредственными опыт мт 

на машина Атвуда или наклонной плоскости. 

**) Сл. Началь моханвки, Л. Кирличева, сзр. 289. 
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дакт какь динамометрь при опредвленш величины силы находятен 
въ поков. Обратимся теперь къ другому способу для сужденуя о ве- 
литии® снлъ, а именно по иропзводимымвк ими ускорещяагь. 

3. Изм рен!е снлъ посредствомъ производимыль пми 

ускорен\. 
Пусть на данное тёло 4 дЪйетвуегь вкогорая сила Ри про- 

изноцать ускореще # (фих. 197); прекраинмь дЪйстве этой сллы на 

тВло и заставим действовать другую снлу ТР, производящулю уско- 
рее гс, Въ и разъ большее нежеви 20; тогда 

Че. = и, 

То же денетые мы можемь волучнть пначе, заставиеъ дайетво 
зать на тёло одновременно по одному п тому же паправлелию в рав- 
ныхь между собою сплл, 156 которыхьъ каждая въ отдфльности про- 

мавела бы ускореше вю. Ца основаши 

, начала незавиедмоети дьйетя каждой 

—> вилы оть дъйетаи другахь овль при 

123 совмбетномь приложен каждая сила 
произведеть то же ускорсше #. Такъ какъ 

нзиравленыя ускоревй совнадають, то общее ускореше, ими ироиз- 
водныюе, будеть равно ию == №; но то же ускореше производится 
также снаой №, а потому мы скажемъ, что епла Е, производящая 

ускорене. м, деть равна »№, такь каюъ равными между 
собою сплами мы называемь ташя, которыя пропаводять при иро- 
чихь равныхь уелошихь одно п то же дъйстве на данное тЪло. 
т е. сообщиыють ему одно ий то же ускорете, 

Если бы нЪкоторая сила 2, произвела ускороню ие, == ри, 9% п 

пзложенному мы заключили бы, что К = Рафи 

Итакъ, мы имвемь: 

К =эР Е 

9, 

зе, © 

=1/,. 

ав; 20, == р - 

Для соотвфтезвенио выхиестояция равенства н\ иижестояция 

вчйдемъ 

= (103) 
1, 

те силы пропоршональны сообщаемымь ими ускорен1ямъ 

при дёйств]и на одно и то же т%ло. 

8 130. Маеса та. 
Если бы мы лодвергли дЪйствию силы № какое ипоо другое тВло, 

то вообще говоря, мы замтили бы, что ускореше, ею пронзводимое, 
было бы уже не в, а н®которое друтое. Такимъ образомъ. постоян-- 
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ная величина отношевая (108) характеризуеть тфло въ отноленя 

дБйстыл па него силъ и, слфдовательно, въ механическомь отноте- 
в является зосьма важной. ЕЙ присваивають назван массы 
«ла. Мы уематриваемь, что масса тьла будеть тФмъ больше, чВаеь 

больше должна быть смла, необходимая для придав тФлу одного 

и того ще ускорешя. Оботоятельстно это аналогично тому, которое 
зы встрфчаемъ напр. въ учение о чеплотВ, ти двя повьпаеня зем- 

пералуры на опредвленное число градуеовъ количество тепла, е00б- 
щаемаго различнымь тВламъ при одлнаколомь вфеБ изъ, бущеть 
сФмь больтие, чёмь больше теплоемкость тБла; подобное находим 

въ злектричеств$ — электроемкость. По аналоши въ этныъ массЪ 

хожеть быть дано назвае силоемкости. 

Обозначая эгассу даннаго тБла черезъ # полупимъ 

а 

Зная силу и производимое ею ускорете, мы опредфлимь масеу 
тБла; зная ще масеу и ускорея!е, производрмое данной силой най- 
демь и самую ситу изь выражешя: 

Р= те, . .. .. (104) 

изъ которахо видимъ, что сила, дЪйствуощая на данное тёно 

равна произведено изъ массы ва ускорен!е, ей сообщаемое 

$ 131. Виды двяженй поль дёйствемь разжичныхь силъ 

Если уекорене, сообщаемое еплой, будеть поетояннымь по вели 

чин$ и направленю, то п сама сила, на тфло дВйствующая, будеть 

также постолнна по величин® и направлено; такую силу называють 
постоянной силой. Слфдовательно, при дЕйствЕя на тВло постоян 
ной силы, тЪло не имфющее начальной скорости или пыБютщее ско- 

рость, совпадиющую по направленио съ силой, движется прямоли 
нейно и равноперем нно 

'Наблюдовя иоказывають, что ускорешя падающихь тёль для 
длннаго места на землВ могуть быть приняты посхоянными; поэтому 
мы заклочаемъ, что и сила тяжести, дЬйствующая на тВло, вазы 
вавмаи вЪсомъ т®ла, воть сила для даннаго мета постоянная. 
Обозначая ускореше ею преизводимое черезь 9 а вЪеь тЪла че 

резъ Р, найдемъ: 

т=- 

откуда 

ыы Р=жу . .. (105) 

Если сила будеть сохранять свое направлевще, но по величин® 

оудетъ силой перемвнной, то такимъ же образомъ будетъ измняться 
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г ускореше тВла, къ котором} син приложен, т. е. ТВдо оудотт 
двитаться прямолинейно и исравнопеременцо *). 

Рь тотъ моменть, когда онла прекратить свое дфйслве на тёло, 

скорость послфдняго перестанеть измвияться, №. с. ' етъ дви- 
татьен равномврна и прямалпинейна еъ той екоростто, которую 

оно лмфло вт моменть прекращеня дЪйстая еплы. Мы можемь, слф- 

довательно, опредфаняь скорость гакого либо перемённихм движенит 
вь данное мтновеше как скорость такого равномфрнаго движевы, 
какую бы тЪло мило, если бы, начиная е> этого мгновешы, еняа 

перестала дЪНетвовать на Зло; п наобороть, если начпнаи съ дал- 
наго мгиовеньт, сЪло движется равномБрио и прямолниейно, то енла, 

ъъ нему приложенная. нерестала на мего дЪйотвовать. 
Аналогичное опредфлелю можеть быть дано и ускоренио пере- 

увннаго двпженя въ данное хтновене, при чем подь этимъ уеко- 
решемъь мм можемъ разузевтг, ускорен!е такого равноперемённате дви- 

женя, которое будеть ыфаь ть ю, если епла, иъ нему приложенная, 

еъЪ этого мтновешя едфлается постоянной. 

$ 138. Графическое изображеше силъ. 
Изь сказаннато слбдуетт, что велкой снлЪ кром$ величины долятно 

оыть приписано опредфленное направлен, каклиь и служить на- 
правлев!е производнимато силой ускорени, такъ кась дфиетве еилъ 

ц выражается сообщаемыми ими ускоренными. Факизгь образомь сила 

предетавитея векторомь. совпадающимь по паправленио съ уеко- 
ренйезгь, а по величии пропоршональнымь ему. Кром па 

правлевя и величины по всякой сил отубчають еще точку при- 
дожен ен, какой будеть служить пли отдельная матерьяльная 

точка, или же въ случаб, еелн евла пруложена къ хФлу, то та точка 

его. на которую непосредственно дЬйствуеть разсматриваемая сила. 
Точка приложения, направлен и величинл силы суть три 
элемента, опредьляюпие веякую сплу. 

$ 188. Единицы для измёрежя силъ я маст, 

Оставляя по прежнему основными сдинипамя единицы длизы и 
вромени, въ зависимости отъ которыхъ была найдена, единица уско- 
ренйя, мы видимь, что въ уравнене, связывающее между собою силу, 
массу и ускорене’ 

ТГ = ть 

входить только оцна величина — ускорете, измревюе которой намъ 
извёотно Одну изъ нрочихъ по нашему произволу мы можемъ взять 
за основную; тогда опредёлится и измфревше послёдней. Шели 31 

*) Прамолниейвымь двпжене будет, тогда, когда въ начильное менозоше тло 

находило» въ покоф вли имфло скорость, совиадающую по паправленио съ силой: 
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основную едниицу мы .иримему единицу силы то найдемь, го ед! 
ниша массы будоть масса такого тфла, которому единица 
вилы сообщаетъ единицу ускорен!я; въ такомъ случаф еди- 
внца массы выразится единицей сильь зенной на единицу уско 

реыя т. в. 
един. силы 

ед, мабСы 
един. ускороя 

Снлы обыкновение изыряють въ сдичицахь вол, такамь обра- 
зомъ мы можезгь принять за единицу: 1 пудъ, 1 фунть, 1 грамъ, 

\ килотрагь и т. д. 

бдиница ускореня уже найдена въ кинематикВ, при чемь въ 

завтенмости оть единищь длины и времени она выражается такь 

ед. дливы 
ед ускорешя 

Выражая еданицу массы таклю въ зависимости отъ единиць р1з 
столяя н времени, найдем»: 

сл. силы ед. сил 
ед а 

ед. ускоремя — ед. разетоян. 
(ед. времени 

ед. силы Х (ед. времени? 

ед. разетоян. 

Таково будеть измвреше единицы массы въ зависамостп оть 

трехь единиць, принятыхъ за основкыя 
Но ускорев, сообщаемое силою чляжести, а слёдовательно, и 

вБеъ тБла въ различныхь точках земной иоверхноети не есть ве- 

личина поотояннан, а потому брать вЪеъ тЬла (силу притяженя 

збла землею) ва одну изъ основныхь единиць не вполив удобно; 
велфдетв!е этого 31 основную сдлнизу приниматоть ециницу маесы, 
и изыбреше единицы силы выразится уже въ зависимости оть еди- 
ницы массы и другихъ основныхь единиць разстоянм и времени, 
Основываясь на выражен!и: 

= ви, 
найдем, что 

ед вилы = ед мчесы Жец ускор = 

или, обознамая символически, при чемъ изыреве массы — ЛА, изм®- 

рее длины —-Ё и времени —— Т найдемь. что измфрен!е силы 

будеть таково 
у И.Т 

т: = МЕТ 
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$ 134. Задачи. 

1. Каково будетт ускореще, сообщаемое тЬлу вЪеомь 90 ктр 

силою в, 760 кгр., полагая 9 = се 10 м./еек. 

2. Черезь блокъ перекинута нить ет подввшенными въ концам 
ея грузами Ри ©, при чемъ &/> Р. Опредфьлить ускореше, сь когорызеь 

трузы придутъ въ движение (машина Атвуда). Изелковать рено. 

3. Найтн вёеъ Ри массу #2 тВла, которому нЪфкоторая сила со 

оощаеть ускорене 2 м./сек.”, если та же сила тВлу вЪеомь въ 2 ктр 

сообщасть ускорене въ 6 м 

Рьшен!я задачь 

Ц №9 _ ю.10 
1 26 р = 5 = 12 м/сек? 

Е О-Р 
ы =— =9— =“ в и 148 Р=9—Р ат т 

слвдовательно 0—Р 

Гор” 

8 РЕбыр в 06 РИА. 

$ 135. Метрическая система ифрь 
Такъ называется система мЪръ, введенная впервые во Франши 

въ 1799 г. и существующая до вихъ поръ какъ практическая сп- 

етема мБръ *). 

Основнымн единицами въ метрической системб являются елЪ- 
дузюпия: 

1) единица дливт мстрт, 
2} единица временн—секунда; 
3) единица вЪса (силь)-—вЪ совой груиъ 

*) Компыей, въ которую вошли Лагралжь, Лашлаеь, Лавуазье, Мовжь, Борда, 
Кондорсе, Кулонъ, быль предотавлень Французском: Нашональному Собранию 
26 марта 1791 г. докладь, которымь за одиницу длины привималоя метръ, разный 

1 
обоссои Четверти длины Парпаескаго меримана; 30 ма 5 ау ыла тобооооо четверти д т ар ® меридщава; марта эта единица был 

утверждена м по окончавИг необходимыхь точиыхь измёрешй 10 декабря 1199 г. 

мелрь признань обязательнымь во Фраици (шёше угаЁ ег Чей). * 
Виослёдении точныя измрейя астропома Бесселя показали, что франпузей 

1 
метръ составалеть К четверти меридана, 

Въ 1875 году 10 инишативё Русской Академ Наукъ учреждено въ Парняф 
Международное бюро мбръ и всовъ. 

ДальнЪйшил подробности отпосительно единаць мёръ см. 0. Хвольеопь, Обь 
абсомотныхь едипицахь въ особенности магнитныхь п элехтрическихь, СПБ. 1881. 

Весьма лодробио опрос о выбор» систомы мёръ изложень у Л. Кириичева, 
Налала мехаинкт, 1889 г., стр. З4Т. 
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Производныя единицы оудутъь тлоови 

едлинца скорости—эг/век., 
единица ускорешя—м./сек” 
единица массы—трамьед. ускор.- масса одио1о грама ити маееа, 

$9.81 куб. см. дистилированной воды при 4? Ц. 

Иля наглядноетп сопоставимь сдиннцы метрической онетемы съ 
русекими: 

1 см. =0,39 ди. 0,22 вер 

1 метрт 0,469 саж. = 1,406 арш =328 фут 

1 км. =0,987 верст =468 7 саж 

1 вгр. = 3,44 фин. 

1 тонна = 1000 кар. ==61 пуд. 

1 грамъ = 0,0044 фн. == 0,234 золоти 

1 дюймъ ‚54 см. 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

верш. =4,44 см 

фут. == 0,308 м. 

арш. == 0,71 м. 

верста = 1,067 км. 

фунтъ = 0,41 кгр. 

пудъ = 16,38 игр. 

Метрическая система мВрь принята въ настоящее время почти 
во вефхъ государствахь Западной Европы 

Насколько разнообразны: к мвогочнсленвы были системы мфръ. употреб- 
иязицлоя ранфе въ раличныхь государствыхь, повазываеть принбрь шве- 
дерскаго кантона Во (Ули), гдЬ до 1825 г. существовали соверленно неза 
висимыя другь оть друга 3 единащь длины, 3 ед. вбез, 28 ед. объема фруя 
товъ и 83 од. объеме для жидкостей. 

$ 136 Абсолютная система ифръ. 
Изтъ числа разнообразныхь предлагавлтихся и существующихь 

системъ мбръ особеннаго внимая заслуживаеть такъ называемая 

аосолютная система м$ръ, принятая на Парижекомъ конгрев 
Зь этой систем основными единицами служать: 

единица длины--сантиметръ 1 

единица времени— секунда равная 88:50 ореднихъ сотнечныхь 

сутокъ, 

единица массы—грамтъ, представляюний маесу одного кубическаго 

сантиметра дистилированной воды при 4? Ц. 

Система эта по своимъ основнымъ единицамъ называется также 
сантиметро-гразгь-секуциой или, короче, системой С. @. 8 по на 

чальнымъ буквамъ этихъ едвниць 
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Вь такомь стуча® сдицица силы оудеть пыЪфть изыБрене 

грамь Х сантиметрь, 

Едивина силы носить назва дины; такимъ образомь дина 
сеть сила, сообщающая масеЪ, равной одному граму, ускореше 
въ 1 сы/век”. 

Не слбдуеть еь грамому-—-единицей мас сагитиватг вЪсо 

зоЯ грамъ —единнцу реа или евлы, предетавляюиий з\%еъ чфла, 

масса котораго равна одному граму. Но вфесвой трамъ не будеть 

ранснъ п дин, каЮЪ это легко видёть; тЪло, имощее массу, рав- 
ную граму. будеть падать съ ускорошемь, еъ которьигь издиоть 
ве тяжелыя тфла, равнымъ 981 ем./сех?. Падено это совершаетея 

подъ дВИетНемь его собственнато вЪса, т. е, силы, равной одному 

вБсорому граму; лоелВанИ, сл6довательно, еообщаеть тБлу ск мае- 

ео въ 1 гр. ускорене 931 соесек”. и будеть равнлтьея 981 динЪ. 

Такъ какь вс5 тфла въ одвомъ и томъ же ифетБ земли падають 

еъ одинаковымь ускорешемъ, то тБло, вЪсящее 1000 гр. илл 1 игр. 

будеть ИМФТЬ маесу въ 1000 разъ больную, нежели 1 грамь. 

Беличина ускорешя 9, сообщаемего силою тазности помфилетеи во-нер- 
выхЪ въ зависимости оть шпроты, а во-вторых въ завнепчости огь разетоя- 
вйя тЬла отр дентра земли. Ускореше 4 дия широты ву» 45° разно 9.806 мсек 
длл волкой другой широты 4 можно воспользоваться формулой 

> (1 — 0.00250 соз 24) 
Таъь напр. подь эквоторомь (== „781, па помось 9 =,882. 

Измёнеше 0 въ записимосто оть разстольи офла оть центра земли 
жеть быть выражено формулой: 

Чвны == 9 @ — 000000089 3) 
тд 9 ускорена на резотозиы В оть центра земля, (В + 7) — разотоян е 
тЬза оть центра земли, 

Въ дальнЬНшемь мы будемъ вездф орнидмать у раввымь 981 мбек/; для 

приблизительныхь же подезотовь можно взать н 10 м/сек. 

$ 137. Начало противодьйетвуя. 
Начало противодзйствя является третьимъ началомь динамики 

Изъ увазанныхв двухъ началь: коености и независимости — первое 
относитея иъ твламъ находящимея вн дЪйствя друтихъ тЬлъ, вто 

рое устанавливаеть законы дЁйствя другихъ тВлъ на данное тёло; 

наконець, начало противодёйствя относится къ взаимод®йетвию между 

двумя тфлами оно указываетъ данныя, каслюнуяея силь дфйствую 

щилъ между тзлами или, вфрнфе, точками. 

Начало это состоять въ слёдующемъ: во-первыхъ, силы, действую 
пря между двумя точками, взаимны, т. в. если одна точка дЪй- 
ствуеть на другую то и поелдняя дЪйотвуеть на первую. Во-вто- 
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рыхъ, обЪ силы ниправлепы по прямой, соединлющей 96% точки. 

Въ эретьихь, сели одна зочна 4 притягивасть (фиг. 128) нли от- 

талкиваеть (лох. 129) другую точ; В, тои вторая оказываетъ на 

первую соотьфтетвенно то же самое дЬйеле; въ четвертыхъ, силы 

ии по зеличинз равны, т. е дЬйстые равно противодфйствио; на 

фиг. 128 и 1299 -А=А. 
Призбровъ, подтворждеаюощихь начало противодействии можно при 

вести очень много; ограничимея слБиущими: 

При нажаи на какое-либо тло мы ощущаем со стороны по 

елфдняго давлевю, равное по вели- 
чни} той сил, съ какой мы нажи- Ал 

маомь на тЬно. => 
ТЪло, лежащее напр. на торизон : 

тальной цоскЪ, оказывая ва нее да < ” -> 
влене, равное своему вЪсу, испытн- 125. 

злехь такой же величины давлеве 
со стороны доски, такъ какъ еелн бы давленае это оыло оолыше или 
меньтие, то тВло получило бы ускореве въ ту или другую сторону 
10 пертакальному направленно. 

Тотадь, везущая повозку, испытываегь со сторовы нослфдней 

то же самое уснше таги, какое оказываеть за повозку, что зюжно 
обнаружить. ветавивъ между ними два динамометра, обращенные въ 
разный стороны. Не труд- 

нообъяенить, почему одна а 
хо повозка движется въ <... 
сторону чошади, а не на : 
овороть (взаимнодвнствю 

между копытами тошади 
и зелей). 

Извёотень далфе опыть Ньютона для доказательства разсматри 
ваемаго начала. Онъ положиль на одинъ плаваюций сосудъ кусокъ 
желфза, на прутой — матнить и привель ихъ въ соприкосновеше. 

Когда ни тоть, ни другой не перетянули всю систему 5ъ евою сто- 

рону, онъ вывель заключен, что оба притягиваются другь другомь 
съ равными силами, 

Земля притягиваеть тяжелыя тла, но и послёдизя призятивають 
землю еъ той же самой силой. Можно спросить: почему однако дви 

жутол эти твла, а не земля? Прежде всего замЪтямь, что мы; нахо- 

дяеь неподвижно на поверхности земли, не можемъ судить объ абео- 
лютномь движен напр. падаюзщаго камня и земли, а только о дви- 
жен перваго; но чфть сомни\я, что и земля должна переместиться 

соотьфтственнымъ образомъ въ направлены къ камию’ только пере 
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мщеше это волёдетые значительно большей массы земли по сравне- 
ино съ камнемъ будеть чрезвычайно мало, такь какъ ускорена, нми 
испытываемыя, производятся одинаковыми по величин силами и 
потому будуть обратно пропортодальны ихъ массазгь. ДЬйствительно, 

назвавъ массу земли -— 4/, а камня т, ускореши, пин получаемых, 
соотв тетвенно — И” п г, ма основаши начала противодЪйетми бу- 

демъ имЪфть 
МИ = ти. 

Отеюда 

Законъ противодъйетыя можеть быль подтверждень таже опы 
тами надь растяжешемь тёлъ *). 

«Возьмезгь тонкую проволоку, положнагь вт 100 футь длиною, и 

неподвижно укрплыъ се, вапримвурь, верхним концомь; къ нижнему 
же концу приложимьъ вЪзкоторую небольтную енлу, напр. привфеимгь 

тирю не очень значительнаго вЪеа; мы увиднмь, что подь дЪйстнемь 

силы, равной весу гпри, проволока вытанется на нфкоторую неболь- 
шую длину, положить ма одинь дюймь. Отнимемь затьмъ гирю; мы 
увидимь, что проволока начнету укорачивачься и въ скорожъ вро- 
менп затфыъ праметъ свою первоначальную длину въ 100 фут. 

Если бы на этой же проволок прежде, чВлгь подвергать ее опыту, 
мы сдфлали отВтки ва разетояеяхь 25, 50 и 75 футь оть верх- 

ННЕО БОНЦа, т0 по положению ихь на вытлиутой проволокб могли бы 
судЕть о тоиъ, какъ вытягиваются различных ея части; во взятомъ 
нами примёр$ мы нашлл бы, что веф части проволоки выхягиваютея 

одинаково, т. е при удланени ея на одпнъ дюймь, каждая ея чет- 
верть становится на четверть дюйма дливнфе; точно также нашии бы, 

что пятая доля становится длиннфе на ‘\/, дюйма и т, д. Отсюда 

прямо выводимъ заключение, что при раотятивани проволоки какою 
ни есть силою расположенныя по ея длин частицы одинаково 
отодвитаются одна оть другой ихъ взлимное разстояве всюду уве- 
личивается на одну и ту же длину 

Если теперь ©ъ этой проволоки снимемь гирю и, оставизъ ее 
притти въ прежнее положен, разрфжемъ на четыре равныя части, 
а затБиъ каждую часть отдёльно начнемь растягивать съ помощью 
той же самой тири которая прежде была употреблена на растяженте 
всего тёла дляною въ 100 футь, то мы увидимъ, что и теперь ка- 

вдая отдьльная часть тфла, которой длина будеть 25 футь, вытл- 

нется на '/, дюйма точно такъ же, какь и въ томъ случаф, когда 

вов части т№ла составляли одно ифлое. Отсюда видимъ, что частица 

#} Вышпегралок!, Элемолтарная мохантив, 1860 г стр 181 и 189 
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оканчивающая собою каждую четверть проволоки (а слФдовательно 
м каждая частнца тВла) удаляется отъ сможеыхь точио тавъ, какь 
будто се кнызу танегь та ще самая гиря которая привфшена въ 
концу проволоки. Замётивъ зто, вепомним», что ина кониз А дёй- 
ствуеть по направленио книзу весь тири, привбченной изъ ирозо- 

локВ, и ло направлено кверху — притяжене оть слфдующей за А 

частицы В. Такъ какъ подъ вмятмемь этихъ силъ частица 4 изхо- 

дится ть равновъеш, то значить притижеше А къ БВ будеть равно 

зфсу гири, но частицу В, какъь мы уже замётили, тянетъ книзу таз 
кая же сила, которая тянеть киязу и А; слцовалельно на нее дЪй- 

схруеть книзу также сила, равная вЪ%су гири; по направлению же 
‚книзу на щее можеть иЪйствовать только притяжене В къ 4, сл$- 
довательно, зто притяжезе будеть также равно вЪсу гири, & по этому ° 
мы видить, что если дв частины 4 я В притятяватоть одна другую, 
то частица А притягивается къ В съ точно такою же силою, съ ка- 
вою В притягивается кь А. Совершенно тоть же ревультать мы на- 
шли бы для отталкивательныхь силъ, разематривая явлеме ожаця 
выбето явлеш растяженя, — такъ что вообще мы видимь, что пря- 

тятательныя и отталкпвательныя силы, производяния связь между 
частинами матери, входящими въ соетавъ тВлъ подчинены слёдую- 
зпежу весьма простому закону: ееля дв частицы матерли дёйствуютъ 

одна па другую, то ихъ дейстые представляется или въ вядф при- 
тягательной или въ вищВ отталкнвательной силы и притомь, если 
одна частица притятиваеть другую съ извфетнымь усилемъ, тон 
вторая притягиваеть первую съ тфмъ же самымь усищемь; еслн же 
первая отталкнваеть вторую съ извБетнымь усялемъ, то вторая от 
талкнваеть первую съ тёмь же самымь усишежъ». 

$ 188, Програма я раздълеве динамики 
Общий планъ изложеня динамики можеть оыть основанъ ва слЁ 

дующихъ соображешяхь: 

Вз5 тВла природы предотавляють соединете отдфльныхь ма 
терьяльныхь частищь, являющихся неизмнными при нашемь изслЪ- 
довант, и движене тВлъ составляетъ такимъ образомъ ни что иное, 

какъ движев!е его Частиць; поэтому учеше о двяженш махерьяльно: 
частиды или матерьяльной точки должяо составлять основу всей 
динамики. 

Но выводы, относяниеся къ движению отдВльной или, каз го 

ворятъ, свободной матерьяльной точки, не могутъ быть непоеред 

ственно раслространены на любую точку тфла, такъ какъ точки 
послфдняго кромВ силь, обязанныхь евоимъ происхожденемъ при 

сутетвно другихь тёлъ, подвержены еще вмянамъ съ механической 

точки зрьШя сво стороны другихъ точекъ т$ла 

С Баадльь Оеновы мохаиини, и 
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Ввиду уолько что сказаннато отдфльно от, динамики евооодной 
точки, долина быть разсмозрёна динамика несвободной точки: 
на относлщихея еюда заключешяхъ п мощетт быть основана дима 
мика тълъ илл снстезмь матерьяльныхь точек 

$ 139. Кинетика и статика. 
Совокупность пли снстема силъ, приложенныхь къ малерьяль 

ной точкЪ пли тЪлу, будеть, вообще говоря, измВнлть состояще ихъ 

(скорость), т. е. сообщить извфетное ускореве. Въ частномь случа 

впстема силъ можеть быть такой, что востояв!е точки не измёнится, 
другими словами, ускорсте, сообщаемос этой системой, будетъ равно 
нулю. Подобная енотома будетъ снетемюй енль взаимноуравновши- 
вающихея; про такую систему товорять, что силы ея находятся 
въ равновжо1н. ` 

Два указанныхь случая, иредетавляясь наиболе рфзко между 

собою равличающимися, разематриваютея въ оТДВлЛЬьНыхЪ цастяхъ ди 

намики — кинетик® я статикт. 
Содержане кинетики. изучающей завнеимость, существующую 

между сылами и движенемь матерьяльныхъ Точекъ и тЬлъ, находя- 
щихся подъ двйстмемъ сплъ, заключаси вь ръшеши слёдующихь 

зопроеовъ: 
1) По данному движейю хозтки или тБла, заданном} однимъ изъ 

указанныхь въ кинематокВ способовъ, опредфлить силы, на нихъ 
ДЬйствующя, или 

2) по даннымъ силамь дЪйетвующимь нд точку или тзто опре 
дфлить движеве ихъ. 

Въ статнкВ силы, приложенных кь т®лу, разоматриваются Въ 
своей совокупности въ одно и то же мгновеще; время непосредственно 
въ пзел5дованяхь статики отсутствуетъ. Велёдетье этого послЁдняя 

пробрётаеть характеръ хеометрическ@, особенно, если мы вепоменыъ, 

что всякая сила можеть быть выражена приличнымь образомь по- 
добраннымь вехторомъ. 

Часто подраздьляють кннетику нё днизишку п статику, продапая слёдо- 
зательно другой смыеть термииамъ дияамики н кинетики. Мы отдаемъ, однако, 
ратшноельное предпочтеше уклеанному выше подрездилонно, тень кань тер- 
млиь кинетика спещально указываеть па двшиене; тазь изир. говорятъ хи 
нетическоя эвергмя, кинетическая теор гизопъ п т. п. Содержашемь зве дн 
вамики (оть слова сила) остественио должно быть вообще учеше о силахь, 
въ кохорое войдуть ивка установлеше залисимости между спивыи п эиемен- 
тами дрижевзя (кинетика), тань и опродьлеве соотношенйй только между си- 
тами (статика). . 

$ 140. Сложение и разложене силъ. 
Для того, чтобы отвФтять на воставленные въ предыдущевь ва 

раграфВ вопросы часто предетавляется необходимость особенно лри 
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зналительномь количеств приложенныхь къ тфлу силъ, въ замЪнЪ 
этихъ‘силъ другнмь моньтихгь чиоломъ снлъ,—въ частномь случа 
одной снной — такяхъ, чтобы дЪйстые, производимое ами на тёло 

было 10 же самое, что и силами, дВйствительно ориложенными. Та- 

мя системы силъ называются равлодйствующими. Мсля мы за- 
мфпяемъ яфеколько силь одной, то послфциюю называють равно 
действующей силой, а нервыя — слатаемыми или составляю- 

щимн; самое же дЪйслве носить назван сложен1я силъ. Иногца, 

какъ это ппослздетвн будетъ показано, вотр®лается необходимость 
н въ обратномь дЪйстии — въ замфнЪ одной снлы нфехолькими- та 

кое дВйстые извфетно подъ именемь разложевня силь 

14* 



Т Динамика точки 

ГЛАВА М 

Зависимость между силами, приложенными 
къ точк% *) 

$ 141. Сложеше я разложене силь, дЪЙйствующихь на точку. 
Пусть на точку 2 (фиг. 180} дЪйствутють въ данное ытновене 

силы В я №, **). Въ такомь случа уекореня производимыя ка- 

дой изъ нихъ, найдутся изъ вырлженй (104). 

В = 
РР эт 

Ускореюя эли могуть выть предотавлены прямолинейными отрфэками 
ю, и и,, совпадающими по на- 
правлению съ соотвётетвующими 
силами и пропоршональными их 
величинамъ. Точка А имфегъ та- 
хим образомъ два ускорены, 
хоторыя н могучь быть сложены 
по пзвзетному правилу парале- 
лограма, ускоревй, при чехгъ мы 
найдемъ составное ускореше и 

Но это ускорене можеть быль 

произведено дёйствемъ одной силы А, опредзляемой изъ выраженя 

В = в 

при чемъ и по направлению она будеть совпадать съ ускоревнемъ 2е, 
Но 

Е 

Е = ве, 

ТР, = ви, 

} Вопрогы, равоматринаемые въ настоящей глаз, какъ яово изъ содержашя ся 
составлиють предметь статики малерьяльной точин. 

=*) Добавлен «въ данное игиовене» существенно геобходимо, потому что силы 

могуть быть непостоянны по волнчин® и направленю, являясь, вообще говоря, фуяк- 

щами временл. 
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а потому 

Если мы, евлЪдовагельно, отложимь на лини Аш отрёзокь В 

и соединимъ точки В и Ё, прямой, то получимъ два подобныхь тре 
угольника 290? и АТП (общ уголь и дв пропортональныя сто 

роны). Слёдовательно лишя ВР, парапельна в, а на основан 
напнсаниаго равенства равна 

Сила № будеть замыкающею стороною треугольника АР. Е или 
дагональю паралелограма 42, ВР, построеннаго на данныхь силахъ 

1 потому мы. можемь формулировать правило сложев!я силт дЬй 

и 

ствующихь на точку, такъ: равнодфйствующая двухъ силъ 
приложенныхъ дъ точеъ, выражается по величин» и напра 
влен!ю матональю паралелограма, постровинаго на силахъ 
составляющих иначе — замыкающею стороною треуголь 
ника, построеннаго на силахъ составляющихъ илиравно 
дЪйствующая сила равна геометрической сумм составляю 

щих силъ. 
На основам первато опредВлетя правило это. называется па 

ралелограмомъ силъ. 

Силы такимъ обравомъ складываются по правиламъ сложеня век 
торовъ (а также хордь перембщен! скоростей и ускоревй} а по 

тоиу можемъ сказать: 
Равнодъйствующая В нфоколькихь силь Р,, №, Ё.,..., ДЬйетвую 

щихь на точку равный геометрической сумм силъ составляю 
щихъ, г. е 

(106) 
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Проекшя равнодёйствующей на какос-лноо итправлеве { равна 

сумм проскциЁ силь составляющихь т © 

Еее (В 1) =У* сз (Г 1 {0/) 
т 

Осовначеня. В — для силы равнодйствующей и Т,, Г, Ё.,... для 

вильъ составляющихъ удержимъ и виредь. Если на точку дВйствують 
три силы Р.Е, Е, направлешя которыхъь между собою перпенди- 

кулярны (заданы по тремъ осямт ОХ, ОУ, 02), то нмвемь (фиг 131): 

ВЕ РЕ ИР В 1, {108} 

Углы, составляемые равнодёйствующей съ каждой  зъ составляю 

щахь, найдутся изъ соотношений: 

608 (В ®) = а = 

608 (В у) = в05В = (109) 

608 (В =) == 51 
Е ур БЕ 

Обратно, если снла Ё должна бытг разложена по тремтъ даннымъ 
направлевямъ, то извФотными будуть В, а, В, \; значеня составляю 

тчахь найдутся изъ трехъ послфднихь уравненй, и найденныя ве- 

личины будуть удовлетворять уравненю (108). Вонросъ даетъ одно 
опредбленное рёшен®ю. 

Изъ частныхъ случаевь должны быть упомянуты слтдующие 

1) Г. =0; имфемь прямоугольникъ силъ. 

2) Силы, кфйствуюцщия на точку, направлены по прямой. Равно 

дфйствующая равна алгебрической сумм силь составляющихъ 

в=Уг у 

$ 148. Усломя равновволн сить, дВйствующихь на точку Уравиеня 
`равновфея, 

Дия того, что бы силы, дЪйствующия на данную точку находи 
лись въ данное мтновен1е зъ равновзош, т. в. чтобы онф не изыв- 

няли состоявя точки, необходимо, чтобы составное ускореше ими 

производимое, было равно нулю; а такъ какъ 

тТДЪ п-- число силъ. 

В-= то 

и #1 не равно нулю то должно быть В =0 т е для вохранемя 
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сослоятйя (схорости) точки равнодфйствующая возхъ сил 
къ ней приложенныхт, должна быть равна нулю. 

Услове это можеть быть формулировано и иваче, припоминля что 

Вина, + 

а именно: для сохрансн:я скорости точки геометрическая 

сумма всЪхъ приложенныхь къ ней силъ должна быль равна 

нулю или во силы должны составлять замкнутый много 
угольникъ. 

Но ели В=0 то и проекшя ея на л1обое нторавлене равна 

н}лю те „ 

Дов (в у = У Гав (то 
г 

А для того, чтобы В равиялась пулю, какъ извфетно изь теорли вок- 

торовъ, необходимо и достаточно, чтобы проекши ея на три взаимно- 

перпендикулярных оси были въ отдфьности равны нулю ($ 91). 

Обозначая проекши В через Х, У, 7, проекийя Р, черезь ЁР,. 

’° проекши №. —Г,, В», Е, ит д будемь имфть- 

`=У Роз (Г =) —Ув=0 

т=У 1 (3) =У в, =0 (110) 

2=У в э=Уг =0 

Р д 1 

что можеть быть формулировано такъ. для равковф ля силу, дЪй- 

ствующихъ на точку, суммы ихъ ироекц!й на три взаимво- 
перпендикулярныя оси порознь должны быть равны нулю 
ити, что то же, алгебрическ!я суммы составляющихъ ихъ 
разложенныхь по тремъ прямоутольнымъ осямъ, должны 
быть равны нулю для каждой оси въ отдфльности. Три 

послФде!я уравненая (110), выражающия услоыя равновфя данных 

сильъ, приложенныхт къ точкв косять нязване уравнев!Й равзо- 
в%ея точки. 

$ 148 Задачи. 

1 Составляющая трехъ взаимно перпевдикулярныхъ сить Хх У 
и 2 равна 60 кгр. Х==8 кгр., У=-78 втр Найта # 

2. Зажфнить силу въ 90 Егр., приложенную къ точЕВ двумя дру- 

тими, составляющими съ нею углы по 80° 

*) Въ скобкахь указаны составалюнщия каждой сплы соотвфтственно по обямь 
05 буп 02. 
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3. Нл точку дБйствують снлы: Р, (4, В 0) *), Г, ([-28 Пи 

№, (0,—3,—1). а Найти равнодйствующую силъ. 
6) Опредфлить родъ движеня по каждой осн. 

в) Что необходимо нмфть кромБ сплъ для потнаго опредвлевл 

двищеня? 

4 Найти равыс дфйству юлцю В шесли силъ вь 8 15, 92, 99 

26 п 43 ктр., изъ которыхь каждая съ двумя сосздними образуетъ, 
утолъ въ 60°. 

5 Найти утонъ « образуемый стержнями АВ и АС (фиг. 132) 

коническаго (центробЪжнаго) регулятора, 

если длина АВ = АС == 30 сны. и 0еь ре- 

тулятора двлаехть 120 обор. вь минуту. 

Ръшен!я зацачъ. 

1. Вы Ибо 8-Е 98. 
. 10 

> Каждая изъ ейтъ разным 5 

38,60. 
9) Ось Оз-- равноускоренное, Оу— ис 

ремвнное ускоренное, 0=— равномфрное. 

‘ в) 1. Массу точки т 9 1. т, 0, и 

1 32 1% 2 
132 4. В=42 пр и совиздаеть съ пялой 

силой. 

5. Равнодвйствующая в$са шара и центробфжной сплы или сот 

ввтетвенно ускореню, составленное изъ ускорсвй, соотвфтствующихь 
этимъ снламъ, направляетел по стержию 4.8. При этомъ имемъ 

соотноптене* 

2ттв 

60 
бет :9 ТВ в ‚ а: = 30 за. 

Отсюда каходимъ 
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Зависимость между силами и движетемъ точки 

$ 144. Уравнемя движеня. 

Пусть на данную матерьяньную точку, имБющутю массу я дВй- 

ствують силы 2. №, №,...Е, и сообщають ей ускореше 

РАвнодЬйствующую этихъ силъ получимъ изъ выраженя: 

У» 
ДП = ме (111) 

Это уравнене называется уравненемъ движения точки, такъ 
какъ оно, указыран завионмость между еиламь, приложенными къ 
дочкВ, и ускорещемь ея, позволнеть опродфлить силы по данному 
движению хочки. Если же будуть даны силы, то ири помощи этого 
уравневя могуть быть найдены: ускорете, скорость и разетоян!е, т.е 
хинематическе элементы движешя точки въ зависимости оть времени. 

Урнложениыя къ точкБ сплы даются въ фунишяхь времени. 
Но такъ какъ вилы кромф величинъ пыфютъ опредзленныя напра 

вленм, то должны быть указаны эти послёдийя, что усложняетъ, 
вообще говоря, задан!е силъ. Ввиду этото наиболВе простымь будетъ 
разложене каждой изъ данныхъ силь по тремъ опредфленнымъ 
ззаимнопернендикулярнымь направлешемъ и зал6мъ задане силъ 
поередетвомь составляющих или, что то же, проекций ихъ на эти на- 
правленя, которыя обозначиагь, согласно приняхожгу, черезъ Ох, Оу, 0г. 

Тогла для силь и проекций ихъ будемъ имВть’ 

А затВуъ имБемъ 

= = УХ +4 

ту, + 4 

Ех -учА 
Обозначая проекщи равкодфйствующей черезъь Х У 2 получимь 

1 слёдовательно 
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Беря проекщи обзихь частей носяфдияго выражешя пооторедно 

на каждую изъ осей О», Оу и Оз, найдемь 

Х= ие, ] 

У = ви, | {112} 

7 = тю, 

Уравнетя эти называются уравненями дцвижен\я точки по 
трем прямоутольнымт осямъ координатт. 

Замвтимъ, что уравнен эти являются осковой для везхь даль- 

нЪйиихь выводовъ дннамиия и вел деть этого пробрётають весьма, 

важное значене. 

$ 156. Опредёлеме силь по данному движенио точки. 
Пусть двыкене точки будеть дано зависимостями коордияать ея 

оть времени: 
ЗИ УЗВ О 

иш въ случаЪ плоской траекторт 

ий); у=ЁО 
Бром того должна быть дана масса разематриваемой точки 2. 

Уравневя (119) связывають енлы съ ускорейями; поэтому пред- 

варительно найдежь по данному движенно точки ускореше ея, Имфемъ 

посдфдовательяо’ 

На освовави уравненй (112), находим: 

Х = пе, == ий, 

3 == о, += ий, 

2 

Ветичинл равнодъйствующей найдется пзъ выражен я 

= ИА = 
= И, 4 И. 

Косинусы угловъ составляемыхь силой Я сл осями будуть равны 

со (у, ве 

эн. эй. . 

603 (В в=Х, 
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Вопрос» тавиагь ооразомь рёшень. Нужно помнить, что такъ какъ 
\, У, %, а затфиь о), пу, ий, й, и й, предотавляють, вообще 
товоря, нФкоторыя фунюкщши времени (вЪ даяномт случа извёотныя 

лакъ каюъ извфетна зависнмость 2, у иг оть №, 10 и Х, У, , 1 

лакже В суть также функши времени 

Замфтимь, что’ здБоь мы можемъ найти только равнодёйствующую 
веъхъ силъ, но не составллония вилы въ отдВльности; нослфдна 

вопросъ будеть вообще говоря, неопредзленнымь потому, что одна 

и та же сила можеть быть разложена въ свою очередь на рядь дру- 
тихъ весьма разнообразными способами. 

$ 146. Опредфленше движевя точки по даянымь силам. 

Дано: 1) масел точки ик 2) приложенныя къ точк® силы, увазан. 

ныя проскщями ихъ ил три прямоугольныя оси а ныенно- 

РЕ ОХА 
Гора 

Р,...Х, У, ,, 
при чемь проекщи эти суть, вообще говоря, фу нкщли времени, 3} проек 

цы начальвой скорости *, на осн координачь—%.,, в, $. и 4) на 
чальное положен точки — 2, 9% №5 

Гребуется опредвлить движеве точки Слокавъ одноименныя 

проекщи, получимъ: 

\=Ул у-Ух 2= У 

По урчвиевяхъ (112) имВемъ 

Х=е., У=ть, (= тв 

Тажь какъ полное ускореше 2 по каждой изъ осей равно каса 

тельному ускорено # по той же оси то находныь 

х У 
т ы о "ст 

№ 

Зная 1, \, и й, и пользуясь извфетными формуллми кинематикл 
(78 $98 и7т, 5 98), получыыь послбдовалельно: 

== нар № Е 

и = пр №1, 1 

Ви пр Мьм 

р 
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а также 

Послёцизя три уравнешя и предетавяль искомыя завиенмоети ко 
ордннатъ движущейся точки оть времени, опредфляюния движение 
точки. 

Въ частному случаЪ, если нанр. Х==0, 10 #,=0 ие, 

проевшя скорости на ось Ох сохраняеть свою величину. 
Если суммы проеюйй снлъь на каждую изъ трехъ осей равны 

нулю, т е. 

те 

он А=0 
хо 

а слфдовательно п 

= в а, 

т е точка сохраняеть свою скорость нап, 110 то же, свое состоят. 

Мы выше уже имфил 1$ 34, мель пприфъ). что проекцит ускореша выра 
жаютея вторыми производными оть соотифлопующихь коордивань по пре 
ченв а потому для проекп спаы на три оей мощемь написать: 

& 
2=т Ш 

Задвча разысканя на осноныци этихь уравивнЁЙ зависимостей коорди- 
пать оть вромени сводатоя кь двойвону пытегрировапию приведенвыхь ура- 
знен. При этомъ войдуть шесть постояипыхь пролавольныхь, паз ногорыхь 
три представляють проекца скорости, п три—коордияаты дзижущенся тот 
для нънотораго--обынноленно начальнаго —Фмгновешя. 

$ 147. Проекция равлодьйствующей силы на касательную и нормаль 
Проектаи равнодёйствующей силъ, приложенныхь къ данной 

точкв, на направленя касательной и главной нормали легко опре- 
дёлятся изъ соотвтетвенныхъ выражений проекшй полнато ускоре 
ня. Сохраняя принятыя выше обозначеня ($ 71), имвелгь: 
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Сели массой, толки 9% 10 проекщя ртвяодйствующей на касахе1ьную 

будеттъ: 

т. пр (№) (118) 

проекщя на нормаль (центроетремителтная сила) 

пи? 
В =т = (114) 

Веь выводы, едфланные выше о характер движевная (видВ тра 

скторш, скорости движеня, ускорен его} на осповани значенй 

обонхь ускорешй въ частныхт случаяхъ движеня ($ 76) мотутъ быть 

получены и изъ выраженй касательной и центростремительной снлъ 

$ 148. Задачи, 
1. Твло вЪеомь 36 кгр двншетея равноускоренно, при чемъ въ 

первую минуту проходить 72 м. Найти силу производящую подоб 
ное движене, принимая 7—2 10 м./век.? 

9. Требуется поднять грузъ въ 25 игр. на высоту 10 метр. въ те 

цене 2 сек. Найти еплу, растяхнвелощуо веревку при подъем», пред, 

полагая движене равлоускореннымь, а д ==5210 м./еек.” 
3 На какое разрывающее усилю долженъ быть расчитанъ ва 

натъ лебедки, поднимающей 50 шт. кирпича на высоту 2,4 метр. 

съ средней скоростью 53,8 м./ушн., предполагая движеве труза равно 

ускореннымъ. Веъ кирпича равенъ 10 фунт. 

4. Твло, вБеъ котораго равняется @, поднимается постоянной си 

лой Р въ вертикальномъ направленш п по истечени извфстнаго 

промежутка времени достигаеть высоты Я. Найти скорость которую 

ныветь ‘Ъло, и время подъема, 

5. Для подъема молота вЪеозгь въ 500 кгр. снужить паръ при да 

влеши въ 3,5 ати, дёйствующй на поршень, площадью 420 кв. см 

Поелф того кавъ молотъ поднялся на 0,4 метра паръ закрывають 

а) Ша какую высоту поднимется еще молоть? 

6) Съ какой скоростью упадеть онъ внизъ при удар? 

6. 'Рвло, вБеозгь 5 кгр., движется по кругу, радусъ котораго ра 

вень 10 метр., со скоростью 4 м. въ секузду. Найти центростреми 
тельную силу. 

7. Найти центростремительную силу, дьйствующую на матерьаль 

ную точку вЪеомь 5 кгр. находящуюся вл разстояви 40 см отъ оси 

вращеня и совершающую 900 оборотовъ въ минуту. 

8. Два шара, вбеомъ 0.07 и 0,18 кгр, соединенные между собою 

пфпью, движутся безъ тревя на горизонтальномь стержн®, врашаю 
шемсл около вертикальной оси (въ центробъжной малгия). Удале 

16 первахо шара оть центру равно 9 см На каное разстояв!е сл 
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дуеть удалить второй шаръ съ тБлгь, чтобы лри произвольной утло 

вой скорости врашеня машины оба шара сохранили свое положене? 

9. Шяурокъ, длиною 3 фута, разрывается енлою 25 фунт, Къ 

одному концу шнурка привязали пулю и начали вращать ее около 
другого конца швурка. При скорости пули 150 фут./еек. шнурокъ 

раворвалея Какъ велнкь вфеъ пуди? 
10. Къь шкурку такой же крЪиости, но вдвое большей длин 

(ем. предыдущую задачу) привязань камень въ 5 фунтовъ в\Ъеоь 
а) При какой скорости камня разорветея шнурокъ? 

6) Каково будеть при этомь чиело оборотовъ въ мин.? 

И. Какой утоль въ торизонтомь образуетъ веадинкъ, Здупай 

со скоростью 4 м/сек. по кругу радуеомъ 2,5 м. 

13 Тьло вЪсомъ 10 кгр движется ло кругу, ращуеъ вотораго 

равекъ 12 м. равноускоренио, при чемъ въ 10 сек. проходить раз- 
стояне въ 30 м. (1==°210 м/еек.?). 

а) Найти значеная центростремительной силы М вь кони 2 46 

8 п 10-0й секувдъ. 

6} Построить гра] ическую зависимостт ситы ^ оть времокн 

(У=7(). 
в) Построить завиенмость №={Ё (8). 

т) Найти зависимость касательной силы А ох» времени. 

д) Найти равнодЪйствующдчо силу В для {=0. 94 6 8н 10 век. 

Р%$шен!я задач. 

1 В 0,144 кгр. 
2. = 85 и , 

$ 205 - 16,4 = 221,4 ггр 

4о Ин, р МЕ г 

5. а) 0,815 м 6} 4333 м/сек 

6. 0,8 кгр 

7. 87 м М- 1813 вгр 

8 525 ем. 

9. 0,0716 фун. 
10. а) 3,94 фут/сек 6) 94 

11. 90 == 0,652. 
= (0,69: 

12 а) 6) .—0,6& Центробъжная еит\ №М-т- — та — 0,03 # 

в) Имфемь: №=0,03Р, з—=0,32, откуда по исключен # най- 
демъ. №== 0,15, что не трудно построить въ осяхъ (М, $). 

г) Ускорен!е #=0,6, а потому касательная сила К == 0,6 кгр (#1) 
дв =уУю- м 
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Законъ количества движеншя 

$ 19. Вызокь закона количества движеня. 
Законы княетики, извзетные подъь пменемъ законовъ количества 

двищешя и живыхъ силъ, указывають зависимость между данлыми, 
отвосящимися съ одной сторопы къ матерьяльной тозюф, каховы“ 
масса ен п состоян!е (скорость), а еъ другой—къ дБйствующимь на 

эту точку силам; въ отношеви ихъ можеть быть укавано: напра 

влевя енлъ и величины ихь въ зависимости отъ времени, промежу- 
локъ времени, въ теченю котораго силы" дЪйствовали или разстоян!е, 

н1 протлщенти которато дЪйствовала сила. 

Законъ количества движен!я связываеть между собою езбдующя 
величины: массу точки — т, скорость точки въ начальное мтновене 
ханнаго промежутка времени или начальную скорость ®, конечную 
скорость ®, а зат®иъ величину равнодьйствущей приложенныхь къ 

точкВ силь — В и проможутокъ времени, въ течеше котораго дЁй 
<твовала пла. 

Въ кинематикь намн быто найдело сльдующее \равнеше ($ 96) 

й 
а: 1115) 

с 
при чемъ касательное ускорете равно: 

=: 4 60$ (1, К) == № 605 (и #] 

В 
т 

Тавъ какъ 
10 

В В 
71= в 28 (1,0) = т 98 [ео 

Ветявляя оту величину въ уравнен!е (115) найдемъ 

®— 
т 

Ы 

ЕТ: 4) М 
Г 

Чакъ какъ я есть величина постоянная 10 68 мокемъ вывести за 
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знаки суммы п лредфла тотдл получим: 
: 

4 = а яр. У, В с (м 

огкуда ; 
а то ино = пр. 
* 

Это уравнене п называется уравненемь количества движендя. 
Произведеще массы точки на скорость ея носптъ назлане коли- 

чества движен!я; нри этомь ие есть конечное, а то, — нА 
чальное количество движен!я; разность (те — ив.) выражаеть 
приращен{е количества движен{я въ данный промежутокъ вре- 
мени и называется пыобрВтеннымъ голичествомъ движеня. 

Пропзвенене Я 00; (Й, 9) 81 носить назваюе элемонтарнаго 

иипульса снлы такимь образомъ нмпульвомъ силы называется 
произведене пзь проекщи силы на направлове скорости на эле 
ментъ времени, въ течеве котораго слла дЪйствовала. 

Иредёль вуммы элементарныхь импульсовъ составитъ имп} льсъ 

сплы, соотвЪтетвующ!й данному промежутку премени. Гакимъ обра- 
зомгь законъ количества движен!я говорить: пр!обрЪтенное въ да- 
ный промежутокъ временл количество движен1я равно им- 
пульсу равнод&йствующей снлы, вычисленному для того же 

промежутка времени. 

В 08 (В, м (116) 

$ 150. Чаетные случаи движенля, 

1) Е=0; тогда имфемь мг = ме» т. е. количество движеюи ма 
терьяльной точки остается послолннымъ, сохраняется, слБдовательно 
хогда силы, дЪйствуюния на точку, ваходятся въ равновзош или когда 
точка предоставлена самой себЪ, то количество движен/я ея сохраняется. 

Такой выводъ можно получить и непосредственно на основаи 
зачала инерши; если В = 0, то состоян!е точки не измзняется, т.е 
& — в, а сл®довательно: #1 == ти. 

2) Движен!е прямолинейное, сила Е постоянна по вели 

чин® Направлеше ея должно соваадать очевидно сь направле 
немъ движешя, те 

08 (В=1 

пр У вм 
5 

можемъ вынести Е за знаки суммы и предЬла 

Въ выражент 
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д по!ому законь ноличества двящев!я выразится такь 

я — ти = В. ...- . 91) 

3) Еелн бы сила, совпадая по направленное съ прямолинейной 

траекторей точки была бы пепостоянна то имфли бы 
: 

ан — и, = пр У ВА 4118) 
о 

$ 151. Уравновме проекщи количества движеюя 
Если В ен 

—м=ир ды х 
ло дня оси Ох мы имВли зависимость (8 98) 

. 
4, — ®ы, = пр 7. & ›. 

Выонрля же выфего х другую какую-либо ось { получимъ 
й 

41 —%,= пр м > 
Но в 

у и. == № 60$ (1, 1) = — сз (В 1) 
т 

4 потому 

— 

+ 
р: 

юн 8 4 

Или умножая 068 части равенства на тж 

эт; — тв; == пр В 00$ (В, 5% (118 а й ог ы й 
5 

те проек! я праобрфтеннаго количества движен1я точки 

на произвольное направлен1е или, что то же, приращен!е ко 

личества движен1я по любому направлению въ течен!е дан- 

наго промежутка времени равно конечному импульсу силы 

по тому же ваправлен!ю и для того же промежутка времени. 

При помощи высшей магематиьи уравнен!е количества движешя находится 
таль: для проевщ равнодфЙствующей на ось х имённ ( 146, мель шрифль) 

т Е =х (18) 
шлл лиаче 

«(= "*— х 

Олеюда р 
ы 

а = х& 

С. Баздввь 06 вы мозавиьи 15 
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ит ат, = А 
Тлте риролешен» этого уревневя ть иредфнахь оть р до Фи: 

: 

ха 

й 

То же получимъ п для проенайт на друмя осп. 

Имфя ль посаднемь уравнены завнелмость скорости ®, оть времени 
(Х — фуньщя времени), мы пыфемь тазизь образомъ первый имтеграль ди 
феревщальнаго зраввешя (119). Постониная произвольная въ немь ош, 

$ 158. Закачи, 
1. Какая сила должна оыгь приложеца къ аёлу вЪфеомъ 5 кгр., 

чтобы увеличить его скороеть съ 2 м./сек.. до 8 м./век. въ течеше 

4 сек., если 9 = 210 м./еек.* 

3. Какой силой можеть быть остановлено въ течене 10 сек. 
тВто вЪеомь 30 вхр., движущесся со скорослью 96 м./сек., если 

9-= 02 10 м./60к. 7? 

нее — иль 

Р»щен!я задачь 

1. Отвфть найдемь, пользуясь или уравненемъ количества дви 
жешя ($ 150): А те- тт, г 1=4, т=0,5, о==10, в-=9, или 

отдфльно уравнешями: В-=тй и = &--= М, ноторын приводятся 

къ тому же уравнению колвчества движеня. 
ВЕБ юр 
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Работа и мощность 

$ 153. Пояяие в работ вилъ 
Поднимая вЪкоторый грузъ послдовательно на различныя вы 

Фоты, мы совершаемь каждый разъ опредёленную работу. Какъ ее 
лзмфрить? Если мы предположимъ, что одинъ и тоть же трузъ быль 

поднять сначала на 1 футь, затЪыьъ на 4 фута, то послёней слу 

чай мы можемь разсматривать состоящихь изъ четырехъ посл5до 
зательтыхь поремф щен груза на высоту въ одинъ футь каждое и 
потому можемъ сказать, что работа, здВсь совершенная, будетъ въ 
четыре раза болЪе, нежели въ первомъ слузаф; при подъем того же 

труза на нять фухъ работа будеть въ пять разъ больше н т. д. Мы 

можезь сказать, что работа будеть пропорщовальна высотЪ подъема 
или иначе — рузстоян!ю, проходимому точкою приложен я 
енлы, равной въ данномь случа весу груза. 

Еели мы будемъь на одну и ТУ же высоту поднимать равличной 

величины грузы, то легко видфть, что работы, соверитаемыя при ка 
ждомъ подъем, будуть пропоршональны величинамь трузовъ или 
товоря боле обще, силамъ, совершающимъ работу. 

Если паконець и грузы и перемфщеня по вертикали будуть раз- 
дичны, такъ напр. если одинъ разъ мы поднимемъ 2 пуда на 5 фут, 
а во второй разъ 6 пуд. на 3 фут., то сравнивая 06$ работы, вели- 

чины которыхь обозначимь соотвЪтотвенно 7, и 7, съ. нЪкоторой 

воображаемой работой Т, состоящей зъ поднят зерваго груза — 

2 пуда на высоту 3 фут., на которую перехвщенъ второй грузь, на 

основати только что изложеннаго мы найдель что Т’ будетъ отно 
виться къ Т, кань 5 кь 3 а Ткь 4, какь 2 кь 6, те 

15% 
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т.с. работы отяосятея межд) собою, какъ произведения гру- 
за на высоту подъема плы, боле обще, какъ произведеня 
вилы на разстоян!е, пройденное точкою приложен!я ея; при 

этомь направлеже силы совпадаетъ съ направленемъ дви 
жения. 

$ 155. Единица работы и ея ивифрене. 

За единицу работы принимають работу, совершен} ю при подъемь 
груза въсомъ въ одну единицу на высоту въ одну единицу. Такъ 
напр. въ метрической сыстемф, гдз единицей салъ служить кило 

трамъ, а единицей протяжен1я—метръ, мы найдемь единицу работы 

называемую кнлограмъ-хетромъ (вгр. м.). 
Если оеновными единилами будуть служить пудъ и футь то 

сдиница работы получаеть наимевоваюе пудофута, 
Изыфрене работы въ томъ случа, когда за основныя едяницы 

оудутъ приняты: единица длины (7), времени (7) и масеы (№), бу- 

деть таково: 

измфр силы Х изм6р разет = и 7 = (17.1 ^° (120) 

диницу работы въ абсолютной системё м8рь мы получимь въ 
Томь случа$, если величина силы будеть равна одной дияф и точка 
приложеня силы пройдетъ по направленю ея путь въ одияъ санти 
метръ; такая работа называется эргомъ. О зеличинь этой единицы 
можезгь судить на основанш слфдующаго: 

1 дива = о вЪоового грама На = 5 р 
а потому 3 

1 эт = вт гр су 

ити 1 1 1 

381 1000 1000 Ри 

$ 155 Работа постоянной силы, совпадающей съ направиенемт дви- 
жезя. 

Легко видфть, что при подъем груза мы имфемъ случай когду\ 

работа совершается постоянной силой при прямолинейномъ движе 

ни, совпадающемъ съ нэправлешемь силы; поэтому мы можемъ 
сказать, что работа постониной силы равна произведеню 
изъ величины силы на разстоян!е пройденное точкою при 
тожен!я ея 

Если одинъ изъ элементовь зходящихь въ выражене работы — 

еила или перемфщев!е, обратится въ нуль, то и сама работа будеть 

вулемъ 
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$ 156. Работа постоянной силы составляющей уголь съ направле 
завиЪ ДВИЖОНЯ ТОЧКИ. 

При прямолинейномь движетин направлене силы можеть не со 
знадать съ направленюмь движен!я; дфйствительно, если на точку 

находящуюся въ локоз, будуть дЪйствовать нФеколько постоянныхъ 

силъ, то точка получить уекорен!е по каправленшо равнод®йетвую- 
щей воБхъ силь; силы же составляюцйя могутъ, вообще говоря, и 

не совладать съ направлещезль перемфщекя точки, Въ этомъ случа 

робота Т, совершенная какой нибо силой 7 на протяженйи з (фиг 133) 
зыражиетси произведенемь: 

Т=Р. 3 сз (1 3) = Г ве .. {121} 

т е работа постоянной силы при прямолипейномъ перемЪ 

щен!н тфла равна произведе- 
ню изъ величины силы на раз- № 
стоян!е, пройденное точкою ^ 

къ которой сила приложена, и 
на косинусеъ угла между на- 
правлешями снлы н перем” 
щен!я; илы, уго то же, геометри Е 
ческому произведено изъ си < --- 
лы ин перем щеня ($27), иначе— 133 

произведено нзъ пройденнахо 
разстоян!я и проскщи силы на направлея е перемвщеня 
такъ какъ 

= 2 вв (Р, 5) == Г 008 (Р, 9.6 = Е,. 5 *) 

Утоль (1, $) между направлешяни 2’ и $ берется по извфетному 

правилу такъ, чтобы направленя обоихъ векторовъ или расходились 
оть вершины или сходились нь ней. 

Работа какой либо постоянной силы обращается въ нуль тогда 

когда будеть равенъ нулю одинъ изъ трехъ множителей, входящихъ 
въ выражен!е работы (№ 5 или с0з (№, $)) 

Только что найденная формула (191) нредотавляется наибол%е 

общей для случая постоянной силы и прамюличейнато перемфщеня. 

Дфйствительно, если уголь (№,8) равенъ нулю, т е. сила совпа- 

паеть съ направлешемъ движеныя, хо с0з (Г 5) ==1 работа выра- 

знтея произведешемь 2, 

*) Кань похазывасть это выражеше, въ незо зходите проеица сизы Г’ ва на 
правлеше 8; эта проевщя будеть одной изъ составляющихь силы Е, если мы раз- 
лошимь послёдшою по направленямь п перпендикулярному къ ному. Работа 

силы № равпа работ составляющей ея №; работа же другой составляющей — 
будеть нулемь, такъ машь со (Р., 5) =0; поэтому силу Я, — можно назвать дЪй- 
ствующей; а Л, — недфятольлой составляющей созы Е 
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Шелн / (Е, 8) = 1805, 005 180° = —1, Т= — Е.з, сила совер- 
‘шаеть отрицательную работу т с точка перемщмется по напра- 
вленио обратному сил РТ, 

РаботЪ, опредвляемой выраженемь (191) присваиватоть назван!е 

работы, израсходованной силой, приложенной къ точкВ. Ту же 

работу, взятуто ео знахоль минусъ, назызаютъ работой, пр!обр%- 

тенной силой 

3 157. Работа перемфнной силы, совпадающей оъ направленемь 

прямолинейнато движеня точки. 
Дано: Е==ф (5); графически завпепмосгь эта предоставляется 

вообще говоря нЪкоторой кривой АВ въ осяхъь ОР и 05 (фиг. 134). 
Обратимь здЪеь внима- 

р зе на то, что за перемЪн- 
ную независнмую теперь 
принимается уже пе $ каюъ 
это было до вихъ порь, % 

$, и сила выражается въ 

зависпмоети оть $. то 
объясняется тфугъ, что сдф- 

дя 30 движешехмь точки или 
: т»ла, часто бываеть удоб- 

| зе получать величины 
ри И $ усил, дфйствующихь на 

28 48 ТЪло илы точку, въ зави- 
134 еныюсти оть перемфщеня 

тфла, а пе оть времени, 

Прямфрами тому могуть служить двяжеше поршня парового ци- 
линдра, когда особымъ приборомь—индикаторомъ, зачерчиваются ве 
личины дазлевй, производимыхь паромь на 1 кв. ед. пломади 
поршня въ зависимости отъ пути, пройденнаго послёднимъ; при дви- 
женш снаряда въ ваналф орушя давиен!я пороховыхь тазовъ точно 
такъ же получаются въ зависимости оть перемъщеня снаряда. 

Разъ мы желаемъ найти работу н%®которой перемфнной по вели- 

чинв силы на нёкоторомъ протяжен $, то примВняя уже хорово 
извфотный вамъ премъ раздфлимъ длину 0$ на рядъ элементовъ 
(очень малыхь перемфщен1й) А,з, А»з, А,5,...А,з, вообще говоря не- 

равныхь между собою. Возставимь изъ точекъ дфлен!я перпендику- 
ляры до пересфчещя съ кривой АБ. Положимъ для опредфленноети 

разсужденй, что сила Р увеличивается съ движешемь точки что и 

представлено какъ разъ кризою АВ. 

Если мы допустимь теперь, что сила въ продолжени каждаго 
изъ этемевтарныхь перемфщен!й 45 не измВнялась по величин, то 
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работа, ею доставлясмая, выразится по доказанному {$ 154) произ- 

ведешемъ силы на разстояве; такъ для элемента Аз работа эта 
будегь №А:з, что графически представится плошадыю прямоуроль 

ника сь основашемъ 4,5 и высотою Ё№. ВыбетВ съ тЬмъ, очевидно, 
работа эта будеть меньше работы 4,7, совершенной дЪйствихельной 

силой на томь же элементВ А,з, чежъ накъ сила эта по предполо- 
женно возрастаеть. Вели мы возьмемь произведеве 4,5 на величину 
силы Р,, соотвЪтотвующую концу этого знементарнахо перемфше- 
я, то произведее это будеть больше работы А,2; имфезгь, слё- 

довательно: 
ГАЗЗАТ< ГАЗ (1) 

Подобных же соотношеня найдемь и для второго элемента А 5 
и для вефкъь послфдующихь т. е. 

ТА < АТ < ВА (2) 

Т.А < АЛ < В.А, (3) 

Во Ааа 1ГХ Е 148 (и 

В, АА, Т< Е, А,5 (и) 

Складывая соотвётезвенныя части воВхъ этихъ выращеюй найдемъ 

Ая Я Б.А,я -- В.А, 1 <АТ-АЬТ-КАТ < 

< Ав Гар - ЕД -— 
им 

Уги:<т< У газ 

тв Л У А Т— дъйствительная работа перемённой силы 

'Нервая сумма въ гоометрическомь смысл® выражаеть сумму пло- 
щадокь внутреннихь прямоугольниковъ; послёдияя внъшнихь. Мы 

уже знаемь что разность между сумчой тёхъь и другижь прямо 
утольниковъ можеть быть сдфлана произвольно малой, а потому 
заключающаяея между ними постоянная величина Т будеть пред- 
ломгь той и другой суммы. СлБдовательно: 

ТЕ У РАв = У РА (129) 

Т е работа, совершеннля при прямодинейномъ перем ще- 

н!и точки перемённой по величинЪ силой, совнадающей по 

направлен!ю съ направлен1емь перем щетя, выражается 
предфъломъ суммы произведен! изъ элемектовъ пути на 
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значеня силы, отввчающая каждому злемсяеу, при нодве- 
дели вофхъ элементовъ пути къ нулю. 

Произведеше — Р4з называють элементарной работой силы 

1 предфлъ суммы элементарныхь работь— 

пр У Г& 

р 
ъонечной работой *). 

Графически же обозкляля плошадь кривой черезъ 9 получимъ 

Т= 8, 

те работа, совершенная при прямолинейномъ перем ще 
ви точки перемфнной силой, направлен{е которой совпа- 

даетъ съ направлен1емъ перемфшен1я, выражается площадь, 
отравнченной вризой, выражающей величину силы вЪ за 
знеимостн отъь разетоян:я, осьто разестоны! н двумя ордина- 

тамн, соотв тетвующими началу н концу перем щен!я 

$ 158. Работа перембиной по воличик® и направлению вилы, 00678- 
вляющей уголь съ пряколинейнымь движешемь точки. 

Если сила будеть перемфнна не только по величинЪ, но и по 

направлено, то для опредфленя работы ея необходимо знать вети- 

чину проекции ея на направлене перемещен, т. е. 

В, = Роз (9) =$ 6, 
которая можеть быть дана непосредственно или могуть быть указаны 
отдБлЬно: величина силы въ функщи пройдеппато разетоянйя я напра- 

влеше ея (также въ фувкши разетоли!я), что 1 дасть возможность 
найти проскщю 2, 

Тогда, очевидно , 
Тир У, 43 вв (Га) (123) 

г 
Выражевае это болЪе обще, нежели предыдущее которое ивляегея 

частнымъ случаемъ, ебли 205 (Г, 45) = Ъ т.е. Д (Е 48) = 00° 

$ 159. Средняя величина силы иди среднее усише. 
Въ приложеваяхъ для упрощен расчетовъ иногда предетавляется 

‘удобньлиъ работу, доетавленную данной перемфнной силой, выразить 

въ вид работы нЪкоторой постоянной силы, совпадающей съ напру 

злешщемъ леремфщеня, при томъ же перемфщен1и точки; нужно опред®- 

лить въ такомъ случа величину этой цостоянной силы (ереднято усиля). 

*) Сущноеть излолениаго вывода, какь замтизи читатели, вполн® одинакова 
съ выводами $8 56 и 60; причниа такого сходетва также соверление яо5о (мато- 

налическая сторова вопроса одна и та же). 
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Рышене этого вопроса трафическимт путемь (фиг, 134) будеть 
востоять въ постровтм прямоугольника, равиовеликахто площади кри 
вой АБ; тогда ордината этого ирямоутольника и дасть намъ иоко- 
мую величину средняго усишя Е. хоторая бунеть равна работв 

поремфнной силы, дфленной на перемфщеге точки. Дйствательно, 

по построенцо имбемъ: 

1, з= р У, РА в (Г №) 
о 

1дЪ 5—плошедь кривой отсюда 

ГАЗ. с0з (Е, 85) 

(124) 

$ 160. Построеюе кривой работь 
Для нагляднато представлоня о томъ, какъ измвнлется въ зави- 

симости отъ перем шез!я точки работа, доетавляемая приложенной 

кь точкЪ силой, модито 
построить кривую, ука- 
зывающуюсоотношене ме- 
жду пройденнымь точкою 

разстояемъ п работой 

фазематриваемой силы или, 
короче, кривую работь. 

Пусть кривая -ЁВ (фиг. 

182} выражаеть завиеи- 

мость между силою и прой- 
деннымь точкою разстоя 
щемъ 

При этомт  положнаь 
для простоты, что напру 

влене силы совпадаеть 

.оъ направлетемъ перем#- 

шеня. Въ такомъ елучаъ, 

если послЪднее будетъ 

напр. 5, 18 работа силы Е 
будеть равна площади фи- 

туры ОАВО Для каждой 

ще части этото перем$шешя 04, 0е,... работа будеть выражаться 

соотвЪтетвение площадками ОАРа, Оле... 

Остается, сяфдовательно, поетроить кривую, абецисы которой 

быти бы равны перемфщеняиь 04, Ое и т. д. а ординаты равня- 
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лись бы площадкамь ОА, ОДЕе ит д. т, в. работамтъ, соотвёг- 

отвующимь указаннымь поремщевямъ. Подобныя кривыя намъ 
уже приходилось стронть прн опредфленн разетояюя ло данной 

кривой скоростей и при опредфлевн скорости по данной кривой 
ускоренит. 

Нозтому, не останавливаяеь на самомь процесБ построены, ука- 

Жжемъ только, что кривая ОБ, (фиг. 136) и предетавляеть собою 

искомую кривую работь; тахъ напр. ордивахы ея’ 

8,2, = площ. ОДРа, 

Е, = площ. ОА, 
ег —а,5, = площ. РЕ пт. д 

Ордината же 0, В, равна (по тисденному значев!1ю) площе ди О4ВС 
Еривую работь мы провели черезъ точку 0, предполагая, что 

мы опредбляемь работу силы, приложенной къ точкЪ, съ момента 
прохожденя послфдней начала разетояей. 

$ 161. Зависимость между работами силы равнодфиотвующей и вихь 

СоСТавляющихь 
Равложныь равнодйствующую В вевхь силъ, приложенныхь къ 

данной точЪ, по тремъ взаныноперпендикулярвыхь осямь Оз, у 
=; составляющуя но нимъ 

И обозначимь перезъХ, Уий 
Равобъемт, пройденное 

точкою, разстояне АВ = 

(фиг. 137) на рядъ элемен- 

тарныхь перемёщеншй 4$ 

и найдемъ зависимость ме- 

жду работами равнод®й- 

ствующей и составляющихъ 
на этомъ перемёщент, при 

чемъ ввиду малоети эле- 
13 мента 45 можемъ считать 

вго прямолинейнымь и ео 
впадающим съ направлещемъ влсательной иъ траекторя 

Такъ хакь 
В=Хх,-7н 

то проектируя всф эти-силы на направлеше 45, имЪемъ 

Веб (В 4) == Х со (Х, 48) + У сз (У 45) + 7еюз (4 45) 

Умножая обЪ части этого равенства на 45 

ВАз 605 (В 45) = Х&$ 00 (Х 45) - У4д$ 005 (У 48) + 2$ с0з (7 4$) 
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мы находямъ, что элементарная работа равнодЪйствующен равна сумы В 
элементарныхь работъ составляющихь для того же перем щешя 

Полахая 
38 00$ (Х, 48) == 4х 
А$ го; (У, 4$) = 45, 

48 с0з (2, 43) = а, 

тс беря проекщи перемщенй на нлправлеюя силь получимъ, 

Аз соз (В, 45) = Хе -+ Уду | 24. . (125) 

Составивъ подобвыя выражен для возхъ олементовъ разетоя- 
нл $, вуммируя соотвфтетвенвыя части равенствъ и переходя къ пре- 
двламъ найдем: 

У Ев (п 9 = А К. 49) = в 608 (Й 4$) = пр Уо 5 Улу + 2М№М) = 

= у 

во [ У, ха | + в (У 4] + (У 24. (126) 
— = Е Ал0 г ду=о р 4г—0 

т. в. работа равнодвйетвующей силы для даннаго перем ще- 

н]я равна сумм работъ силъ составляющихъ для проекщи 

того же перем щен1я на напрлвлен!е каждой изъ еилъ 

$ 162 Работа сишы при составномь перемфщени точки 
Пусть АВ, АС к АЛ будуть соотвЪтетвенно траектойи соота 

вляющихь (поступательныхь) и со 
составного движеюя (фиг. 138). Най- 8 

демъ завясимость между  злемен- р 
тарнБиги работамн силы ЁР при с0- е 

славномъ п составляющихь перем д 
жешяхь *) 

Зозьмемъ элементарное перемвще 4%; 
ве Аз по траектоми АС; составляю 2 
ия перемвщевя по траекторямь АВ 

и АР ‘будеть— А; и 4$, 

По заданному Ы—>' 
— _ 138 
А; — 43, + Аз; 

проектирул эти перембщевя на нлирчвлевше силы Р и умножая на 
величину нпослфлней, имфемъ: 

ГА$ 203 (Ро 45) = РА 005 (Г 451} + Е№, 008 (Е 43.) (127) 

*) Сила Е есть, пообще говоря одна изъ снль. приложеныхь къ точ и 3% 
даиа фувещей премени. 
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т ев элементарная работа сплы при составномъ перем ще- 
ни равна сумм работь той же вилы при перем щенихь 

составляющих. 
ели составное перемацене А. разложево на три соел: вляющихь 

по прямоутольньйгь осямъ координать—Ал, Ау, Аз, то, примзняя къ 
этому случаю только что доказапную теорему будемъ нмьть для 
этементарной работы 

АТ = ЕА$ 005 (Р 4$) = ГАх 5 (Г А) + РАу со (Г да 

н РА 005 (Р, &=) 
ити замбчая что 

Ге (ТР, А) =Х 

Ге» (ВАЙ = 
Тез (® = 

получимъ 
31 = ХА» -- Улу + ДА, .- (1258) 

Те. то ще выражене, которое было найдено выше (1925). 

$ 168, Работа перемфиной силы при произвольном» пережфщения точки 
Работа силы при этихь увломяхь наиболфе проето зычиелястея 

посредетвомь суммировае!я работь составляющихь по тремъ взанмино- 
перценликулярныйь траектоямъ (оеямъ координатъ). Для этого 

разумБетея должны быть даны послБдыя, а сама сила задана ся 

составляющими Тогда для нахождея искомой работы вилы остл- 

нетея лишь прихБнить указанныя выше формулы ($ 161). 

$ 16 Работа постоянной силы при вриволикейномь движени точки 
Пусть АВ предета- 

р вляетьтраекторноточ- 
> т ки (фиг. 139), на ко- 

чорую дЪйствуеть по 

#8 етоянная сила Ё. Най- 
демь работу ея при 
перемвшени тотки по 
ав. 

ТГаздвлимъ для это 

р то перем щен!е АВ на 

139 элементы А.5,А,5... А,8 

на столько малые, что 
бы ихь можно было принять за прямолицейные *) 

*) При рёшен!и практическихь вопросовъ та или другал величина элемен- 

товь Дз обусловливается той стеленью точности, которой мы желаемь при этомь 

достлгнуть. 
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Элементарная работа А,Г силы № при прохождени точкою эле 

мента пути А,5 представится произведсвемь 

АТ Е. А 003 (РА) 

Ш 8:5. 20$ (ГА $} = Аа 
влздовятельно АТЕГ а 

Точно т кт в АТ--Т ав 

АГ=Е в 
итд. 

Складывая подооныя выражевя составленныя для вевхъ элемен 

товъ Ая, вайдемъ: 

т= ХатЕГ ш+жг.Ф-г ин 
= Е(дан-фч-нв-+ )-Т 4С 

т. в. работа постоянной силы при вкриволинейномъ перемф 

щен!:и точки равна произ 

ведению силы на проекщю с Ра 

пути на направлек!е силы. ^ 
Такимь образом работа силы 

вЪ этомъ случа$ не зависить отъ | 
вида пути, описываемаго точкой, 
а только оть проекщи его па на д \ 
правлеше силы. Къ чиелу силъ 

постоянных» отяоситея сила тя- 
жеети (вЪеъ тла). Поэтому, если мы перемвщаемъ грузъ съ одной 

торизонтальной плоскости СО на другую АВ, то кавимъ бы путемъ 

ни совершалось это перембщен:е (фиг. 140 а В, с или а), работа вфеа, 

будеть всегда равна, Р#- 

приобратномъ перемёще * 
нм работа будеть--Р | 

Если тяжелое тбло Р, 

140 

[ 
описавъ нзкоторый путь А 

АВ, возвратится на го ^ 

ризонть начальной точ у 
ки траектойи АВ (фи: А 

141). то работа силы тя аи 
жеети будеть нулемъ, 
таюъ канъ при прохожденши части траектории АС до ваивыюшей 
толки поднятя С работа силы тяжести будеть равна 

— РЬ 
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при опусван же тфла по СБ епла тяжести совершигъ руботу 

ть 

Вся работа при иередвижении точки изъ А въ 3 будеть 

— № НР =о 

Положим, что мы перемфотпли грузь Р съ плоскости АВ на 
плоскоеть СФ (фиг. 140) по прямой 2, образующей съ верти- 

калыю МЕ уголь « Работа вел по показанвому будеть равна 

Т= 

2 = ММ 08а - а 005% 

Т= 24 = РЯ. 008% = Рева 4 

но 

^ потому 

Посяфдняя часть равенства показываегь, чо пры перембщени 
труза по лннш @ сила, необходимая для этого вт, томь случа, 

если она будеть совпадать по направлению съ направлешемъ ипоре- 
мвщеня будеть равна 

но 
Р воза Я. в08а 

Р 

Слфдовательно, при увеличен! длины пути, проходимтго точкой 
<ийа, необходимая для перембщешя, уменьшается обратно иронор 

тдовально длин пути; м®няя направлен1е силы и длину пути, мы 

можемъ изуВнить велляину сичы (предполагая ее совпадающей съ 
направлешемъ перемЪщены) 

$ 165. Задачи 

1 Дано’ 2 = ‹ кгр Найти работу, израсходованную силой на 

протящети 5 м 

2. ДвЪ взаимноперпенди 

кулярныя силы въ 20 и 50 

гр. перембщають тло по 

направлению равнодёйетвую- 

щей ихь на 12 м Найти 

работу каждой изъ отихъ 

сил. 
в Хх — РЕ 3 Грузъ 15 пудовъ, падая 

142 еь высоты 6’, въ 90 ударовь 

вбиваеть сваю ма глубину 2 

Найти среднюю величину вопротивлензя грунта. 
4. Вычислить работу силы Ё (фиг. 142), касательной къ траекто 

рии при перемфщен точки по полукружности ОЛВ 
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5. Бажъ измнитея работа какой либо силы, если точка, вт которой 

сила приложена, увеличить свото скорость вдвое (движене равном рное}: 

2) на одномь ин томъ же протяжении; 
6) вь одно и то же время? 

6. Рабой подбрасываетъ землю лопатой на высоту 1,5 м. Сколько 

можеть набросать онъ земли въ день, работая 9 чае., если въ каж- 
дую сек. онъ можеть доставить 2 нгр. м. работы? Уд. вЪоъ земли 1,8. 

7. Пововка въ 20 пуд. прошла по наклону въ 8° путь въ 800 саж. 
Найти уснлю, которое развивала при этомъ лошадь и работу ея, если 
при тяг по горизонгальному пути усилде равно 0, вфса повозки. 

8. ДвЪ лошади везуть натруженную телфгу съ постоянвымъ уси- 

щем»ь 140 фунт. каждая при скорости 3 фут./ек. Найти работу нхь 

вь течен!е 95 минутЪ 
9. Сила, равная въ началь движения 15 кгр. перемзщаетъ тфло 

на 24 метр. удваиваясь черезъ каждые 8 м. Найти величину по- 

стоянной силы, которая при томь же пути въ 24 м производить 

ту же работу, что и упомянутая перемфнная сила? 
10. Бакъ веника работа силы тяжеети при ходьбф человбка по 

дорогв ва протяжени 8 версть если длина его шата равна 2 фу- 

тамъ, и при каждомъ шагф онт поднимаетъ собетвенный вФоъ рав- 

ный 4 пуд. ва высоту 15 дм? 

Рфщен!я задачъ. 
1. Л == 85 втр. м. 

2. 557 кгр. м. (сила вь 20 кгр} 

3156.90: а = 10800 пуд 

4 ТЕ. &е. 

5. а) Работа не изиёнится. 
0) Работа увечичится вдвое 
6. 24 куб. м- 

7 Высота подъема А == 300 51 8° ==300 0139 —417 саж Ра 
бота доптади: 

1) для подъема повозки нп высоту 417 са 

Т, =417 20 = 334 пуд сак 

2) для перемфщеня по пути въ 3009 

1, 01 300 20 0605 8° = 600 099 = 094 пуд слж 

Вол работа 1 = 1, -- Т, = 1428 иуд слж 

8. 30240 пуд. фут ы 

9 690,625 ктр. 

10 7000 пуд. фут 
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$ 166. Опредёленю зависимости между работой силы и временемъ. 
При опредфленш работы какой либо силы на данномъ перем- 

щени точки мы считали силу функшй р”зотоля  проходимаго 

точкой, т е. ныВли 

Т=$@9 

Пра эзомь и работа силы таюже явилась фуикщей разстоявя, 

хакъ это видно изъ предыдущаго. Что же касается разстоявя, то 
оно обыиновенно разсматривалось въ качеств® величины, зависящей 
отъ времени, т. е. функц времени. Теперь мощеть предотавитьея 
такой вопрос: кажь по данной завиенмости работы отъ разотояя 

найти зависимость работы отъ времени? 
Для этого, очевидно, необходимо знлть, какъ булеть зависть 

разстояне отъ времени. 
т Возьмемъ чаетный при- 

м5ръ- пусть будеть дано 

Т=я-— 85 

= 

Теля мы желаемь най 
ти зависимость Р отъ & 
10 изъ  Написанныхъь 
двухь уравнеюйй слё- 

дуеть исключить з. Вста- 

вляя значен!е 5 изъ вто 

» рого въ первое уравне 
ц1с, найдемъ 

ТЕ —30-Э 
ДБлая приведене, окончательно получижъ 

ТИ 9, 

что и дасть требуемую зависимость п можеть быть безь затруднетя 
представлено графически въ осяхь фи Т. Въ общемь вид® имфемь 

данными: Т= Гб) 

8=$() 

Подставляя въ первое уравнене вмЁсто $ величину его въ фуикщи 
оть $ ияъ ‘второго, будемъ имфть: 

Т= 7 (8. 

Обратимся теперь кь трафическому ршению того же вопроса. 

Пусть будуть даны кривыя, выражающёя зависимости: между Г 

и $ (фиг 148) и между фи $ (фиг. 144) 
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Отложиьгь по оси $ (фиг. 144) рядъ очень малыхь промежутковъ вре 

мени 2,5 4,4, 4,.,.; возотавимъ изъ концовъ ихъ ординаты до пересёченя 
съ кривою 80; полученные отрЁзин ихъ 5, 51, 5», 53... укажутъ значевя 
`разетонн!й точки, соотв®тетвующихь промежутнамь времени Оа, 0$, Ос. 

- т, 18: вл : 

ЗЕЕ м" лв аи 9 
ба в о 

144. 

2. ы 

Величины этихь ординать отложимь по оси $ (фиг 143) въ со 

отв тетвующемъ масштабъ; для простоты положимъ масштабы для $ 

одинаковыми зъ обоичь случаяхь Изъ кондовъ ихь проведемъ орци 

1-45. 

читы до пересбченя сь кривою ОА отрёзки 

т, Г, ть Т,... 
и дадуть величины работь, произведенныхъ силой, дВйствующею из 
дочку, соотвфтственно промежуткамъ времени Оа, 0%, Ое,.. 

Для того, чтобы представить зависимость между тфын я другими 
на одномъ чертеж», возьмемъ прямоугольныя оси 0ё и ОТ (фиг 145); 

С. Баздинь. Основы механики 16 
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по первой изъ этих осей отложнагь промежутии времени Оа, 0%, Ос,..., 

д изъ точекъ а, 5, 0,... проведемь ординаты, равныя соотвётотвенно 
т, Г, 1ь.. 

Полученныя точки о,, а, В: с,... соединимь между собой кривою 
которая и цасть искомую завиенмость работы (7'} отъь времени (#) 

По этой кривой мы можемъ найти количество работы, доставлен- 

ное сплою въ данный промежутокъ времени, напр. 64, которое 
изобразится разностью ординать соотвётотвующихь началу и концу 
его, т. е. 

{аа — 15) 

$ 167. Мощность. 

Работа, доставляемая силою, оудетъ, вообще товоря, изыБняться 
съ течешемъ времени подобно тому какъ измфияется напр. разстоя 

116 точкн также въ 
х зависямости отъ вре 

мени 
Зависимость между 

разстоящемъ и време- 
нехгь, какъ извфстно 
изъ механики, доста- 

вляегь возможность 
, судить о скорости 

о + Е движен!я, о той бы 
136. стротВ, съ какою из 

мЬняютея проходимыя 

точьою раветоявял съ течешехмь временг а именно, имВемъ: 

Точно также волн естественныхь является вопросъ: какъ су 
дить о томъ, еъ какою быетротой измфвяется работа доставляемая 

данвою силой, въ зависимости оть времени? 
Для этого, очевидно, нужно взять отвошеве работы, совершенной 

въ данный промежутокъ времени, хъ этому промежутку; такъ, если 
зависимость работы оть времени будеть выражена кривю АВ 
(фиг. 146), то обозначая работу, доставленною силою въ промежутокъ 

времени {, чрезь Т, а работу въ промежутокъ времени (1-Е АВ чрезъ 

Т, +» найдемь, что работа, доставленная въ промежутокъ времени 4# 

будеть равна 46 — Те — Ту 
Дфля эту величину на А+ пайдемь среднтою быстроту изыфие- 

тя или прирашевя работы за данный промежуток времени или 
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среднюю мощность дапной силы 

_ АТ _ т, 

Изъ чертежа видно, что сфедыяя мощность по величин равил 
численному тангенсу угла, образуемому сфкущею СЛ съ осью вре 
мень; тантенсъ этотъ будеть изыбняться выбств съ изыБнетемъ про- 

межутка времени. Если мы желасмъ найти мощность въ данное мгно- 
вене, то слфдуегь взять предфль средней мощности, уменьшая до 

пуля промежутокь времени, причем» оуБвущая СР обратится въ к“ 

сательнуто въ точкё С 
Обозначая мощность въ данное ыгновеше буквою \ полутимъ 

^ = пр (с ".) = пр (т) (124) 
А Е &1—0 

д 

Гакпыь обравомь мощностью въ данное мгновен!е вазы 
вается предёль отношен1я доставленной силою работы въ 

промежутоть времени, пубющ!И въ этомъ мгновени свое 
начало или свой конецъ, къ этому промежутиу времени. 

Графичееки мощность въ данное мгноветше (фиг. 146} опредфляется 

численным тантенсомъ угла, образуемаго касательною въ 
данной точк% кривой работъ съ осью временъ. 

Не трудно показать что мощность въ данное мтновеме выра 
жаехся произведешемь изъ силы ва скорость. Действительно, изъ 
закона живыхь сить имВемъ 

тд® ., — начальная д о — конечная скорость тёла 

АТ _ т (она т Ав (45) р Атм 
АЕ 2 _ АЕ 3 А ам 

^ АТ п №5 2 Ао д 
ИР. т р |2 д; | = пр. |5 др 48|, 

предфль второго сллгаемаго равенъ нузю тавкъ какъ пр (45) =0 

& потому 

ду 

М = пр т 9 = 4% тю АЕ" ПР. др = 
ТБ ю — ускорене но 

пы = Е 

= . (127а) 
т, в мощность въ данное мгновен!е измъряетея произведе 

н1емь изъ силы на скорость 

слБдовательно 

16* 
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$ 168. Единица мощности. 

Если принять за основныя единицы 

единицу длины (символъ ея Х) 

> времени ( » » Т} 

массы ( › » 1/) 

то пзм8ревюя механическихь величинъ будуть елБдующя 

разстояя %5 

скоростя © = Г" 

уекоретя 1. :1= БТ 

вилы мрт 

работы ТР мрт 

момностн №. .. . ШТ * 

Въ тохникВ за единиц; мощности, какъ извфстно, принимлють 
паровую лошадь, равную (5 кгр. м. въ сек. Слфдовательно такою 
мощностью будетъ обладать сила, равная напр. 5 кгр., при дЪйетвт 

ва точку, скорость которой въ данное мгновене будеть 15 м./еек., 

пли сила въ 25 кгр., приложенная къ точкЪ, движущейся со ско- 
ростью 8 м..век. и т. д. 

Боле удобною при вычислешихъь могла бы оказаться единица 

мощности, называемая понселе, равная 100 кгр. м. въ сек 

Что же касается абсолютной сиетемы м5ръ то вт ней единицею 

мощности будеть эргъ въ секунду. 

$ 169 Опредфиене мощности въ частвыхь влучаяхъ. 
Мы далфе будемъ предполагать, что сила совпадаетъ съ напра 

влеемъ перембщеня, которое для простоты будемь считать прямо 
линейнымъ 

1) Сила Г поетояяна. 

Въ такомъ случав въ выражени 

№=№ 

множитель Г есть число лостоянное; поэтому измфневтя мощности 
пропоршональны изыёненямъ скороети данной точки. 

Напомним. что мы разсматриваемь работу и мощность одной изъ 
силь приложенныхь къ тЪлу; поэтому точка въ присутстви силы 
можеть двигаться равномёрно, и мы теперь же можем добавить, что 
такой случай только и возможенъ при условм, что вс прошя силы 

къ точкБ приложенныя, за’ исключешемъ разематриваемой силы 
дають равнодфйствующую ‘равную ей и противоположно напра- 
вленную 
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2) Сида 1 н екорость о постоянны. 

№М= РЕ. = Сия 

Здъеь мощноеть найдехь, умноживъ частное оть дфлевая разетоя 

зая, пройденнаго точкою въ любой промежутокъ временн на силу 
кь точкВ приложеннуто. 

3) Скорость движен!я тфла постоянна 

Мощность пропоршональна величинв силы 

$ 170. Поетроене хривой мощностей, 
Чакь какъ мощность въ, данное муновете выражается числен 

нымъ тантенсомъ, образусмыхмь ‘касательною вь соотвфтетвующей 
точк кривой работь (фиг 146) съ осью временъ, то этнмъ самымь 
дается правило для по- 
строетйи кривой мощно \ 

елей (вполнф аналогия 

ное сънахождетенъ кри 

вой скоростей по данной 

кривой разстоян!). 
Проводя рядь каса- 

тельныхъ къ кривой АВ 
въ различныхь точкахъ 
ся 1, В, Г,С,Р, В иопре 

дЬляя тантенсы угловъ ан 
ихь съ осыю временъ, 
МЫ опредълимъ соотвЪтотвуюния значеня мощностей въ этихъь точ 

кахь. Отложивь эти величины въ опредфленномъ масштабь на пер- 

пендикулярахь, возставленныхь къ оси пременъ въ соотвётетвую- 
щихь точкахь О, в, де, @, & (фиг. 147) и соединивъ полученныя 

точки А, Е, Т С, Ъ, В между собою, мы и найдемъ искомую кривую 
зющностей, по которой можно судить о быетротВ изм5нев!я работы 

данной силы съ теченемь времени. 
Имтфя подобную кривую, не трудно видЪть, что работа, доставлен 

ная данной силой въ течене капр. промежутка времени 04, выра 
зитея площадью ОАДДЯ т е. площалью, ограниченной кривою мош- 

ностей, осью временъ и двумя ординатами; соответствующими на- 
чалу и концу даннато промежутка времени 

Авалитически же зависимость работы отъ мощности выразится такъ 
: 

Т=Ц! уу А 

тАз во взятозгь частному случав + стоящее надъ знакомъ сигма; 

равно 04, а 7, представляеть собою начальную работу, т е. ту 

работу, которая была совершена даниой силой до начала временъ. 
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$ 171. Задачи 

1. Насосъ поднимаегь въ сек. 36 литр. воды на высоту въ 95 м. 

а) Найти число лош. силъ, необходамыхь для дЪйетв!я его, пре- 

цебрегая вредными сопротивленями въ иемь 
6) Выразить эху мощность въ понселе. 

в) Найти мощность, если коефитиенть полезнаго дфйствия н 6061 

равенъ 0,6. 
2. Найти мощность, развиваемую рабочимъ, вращающимь рукоять 

ворота, плече которой а’ съ числомеь оборотов # въ мин. и оказы- 
вающихь на нее давлев!е Р кгр. 

Чнел. данныя: а = 40 см. „= 18, Р=7 нгр. 

3 Какъ велика мощность машины *), поднямаюнюй молоть, В 

сомЪ 200 кгр. на высоту 0,75 м., если молоть квлаеть 120 ударовъ 

въ минуту. 
4. Найти число лош. силъ которое должна развивать машина, иа- 

ровоза, если вфеъ по\зда 300 тоннъ, скорость 91,6 км. въ част, 

коефищенть сопротивленя движенио 0,005. 

5. Цля сообщеюя тзлу, нывющему скорость 80 м./сех. въ 15 се- 

кундъ утроенной скоростн нужно увеличить мощноеть двлтателя н\ 
? лом. силы. Какъ великъ вфеь твла? 

6 Черезъ поперечное сфченю канала въ секунду нри средней 

скорости 0,7 м.сек. протенаеть 19,5 куб. метр. воды Какъ велик“ 

мощность, развиваемая этимъ количествомь воды? 

Ршевн1я задачъ. 

т. ‚Работа, доставляемая наеосозгь в'ь сек., равна 36.25=900 кур. м. 

(Е лить вБепть 1 хтр.). Мощность же насоса составляеть 900 ктр. м./сек 

а) Мошность 900:75 = 18 лош. силь. 

6) Понселе == 100 кгр. м. сек. Мощность насоса—9 понселе. 

я) Мощность, необходимая для вращешя насоса при существова- 
зи вредныхъ сопротивлев!й равна 18:06==20 лош сил 

Я Мощность 

М РР" = 01047 апр игр м/сек 

или въ 1ош силахь 
№М= 00014 авР. 

Числ данныя 

№М=528 кгр м/сек. = 007 юш сил 

4 Сила тяти 
300000 0005 = 1500 мр 

=) Часто говорят: 
это неправильно. 

«енлаз мАшвны ВУФото «мошность» машины, ро отевотло 
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Мощность вь ош силахь 

М = 1500 

5 Ускоретае тёла 

Сила П, сообщающая это ускореюе, опредфлитея изъ равенетва 
ТИ, гдв работа силы Г равнл 

2 лош сия У 75 втр м [сек >. 16 век. = 2950 ягр м 

Разстояте ве 
8—1 -- 5 — 600 хм 

Налодпыъ 

15.8 Масса тбла и = 819-8 5398 — 1378 вгр 

6 Искомая мощность 

= 4,16 лош силъ. 



ГПАВА “ПП 

Законъ живыхъ силъ 

$ 112. Выводъ закона живыхь сидъ въ едуча» постоянной виды 

Пусть точка будеть подвержена дЪНетвио постоянной снлы, на 

иравлен!е которой совпадаеть съ ваправлетемъ начальной скорости 

точки; послёдняя будетъ двигаться прямолинейно и равноперемняо 

Пвижене ел будеть при этомъ опредфляться слфдующими уравве 

вйльи ($ 79}: личн 
= 

Г 
= н 

Или, полагая начало временъ совпадающимт съ началомь раз 
стоянй т в. х=0 получамъ 

Е = 1% 

ды 
5 =ей-ы > 

Исключимь изт этихъ уравнеюН время { Изъ перваго уравнения 

находи\гь 

Подставляя эту велачину во второе 

г — Е @— 5 
т 2 го 

‘умножая обЪ часли нпоелфдняго выражешя на & и дВлая приведене 

получимъ 

тив подь А разумвется равнодЪйсотвующая вовхъ еиль приложен 

ныхъ въ точкв. 
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Тыьемъ в а 

(98) 

Произведение 

называется живот силою точки. Соотвтетвуя концу пройденнаго 

пути она представияеть конечную живую силу’ произведен же 

изображаеть начальную живую силу, разность 

20? 
2 

зыражаеть приращен:е жевой силы или иртобр®тенную жн 
вую силу. Первая часть уравненя (128) предетавляеть работу 

вилы И. Такимъ образомъ мы имБемь: работа, пронзведенная си- 
лей, приложенной къ точхЪ, или работа, произведенная рав 

нод йствующей еплъ, приложенных къ точк*®, при данномъ 

перемфщен1и точки равна прирлщен!ю живой силы точки 

при томъ же церемВ щен!н. 

Не слБдуетъ говорить: работа точки пли твла, тлкь какъ раоота 
производится сплами, точка же соотвфтетвенно этой работВ только 

пзифнлеть свою скорость и свою живую силу; послфдияя же не 
емотря и1 назван ничего общего съ сичой ве имфеть 

Выражене 
пня 

2 

зсегца положительно Ясли силы, приложенныя къ точиЬ, совер- 
шають положительную работу, то живая сила, а сл5довательно, еко- 
ость точки, увеличивается и обратяо. Шри ускоренномь движения 
енлы, совершаютъ положительную работу; при движения замедлен 
номь работа силь отрицательна. 

Если 5 
вулю, 

Для нахождевя приращевя живой силы нли, что то же, работы, 
совершенной равнодфйствующей всвхъ еилъ, приложенныхь къ точкъ, 

Достаточио промф маесы точки имЪть только начальную п конечную 
скорость точки и ить необходимости знать прочя обстоятельетва 

те для данназо перем щения работа сить равна, 
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доиженя, какъ то. знамешя промеж точпыхь окоростей видъ трек 
тори ит. п. 

Живая елла должна, очевидно, измбрятьея тьми кс единицами 

что п работа, изатВренйе которой таково: 

АМТ 

Позфримъ это 

1 с. то же, что и работы 
ели зависимость силы оть 

разстоль, проходимато точкой 
будетъ дана графически—в» раз- 

сматриваемомь случав постояя- 
ной силы прямой, паралельной 

оси разстоявай (фиг. 148)—, то работа этой силы на протяжени $ вы 

разится площадью заштрихованнато прямоугольника; слёдовательно 
этой же площадью выравитея и прирашене живой силы. 

$ 113, Завокъ живыхь силь при произвольномъ движенк точки 
Имфемь данными: массу точки ти В ==} (5). 
Допустихь для простоты, что равнодфйствующая сила совпадаетъ 

съ направлевемъ дви 

женя, что будеть при 
прямолинейномъ движке 
зи. Въ движешн вриво 

линейномъ необходимо 

знать величину проек 
ши сллы на направле 
н1о движены, г. е, вели 
чину касательной силы 
К=Воз(В,5).Ходъ раз 
суждев остается впро 

119 чемъ пъ обоихъелучаяхъ 
одДиаковымъ 

Трафически зависимость между силой и разстояямь проходи 

мымъь движущейся точкой, представится Ъкоторой кривой АВ 

(фит. 149). Раздвлимъ данное перемфщен!е з на и элементовь: А, 
А,5, Аз ит д. и возставимь изъ точекъ длемя периендикуляры до 
пересфчетя съ кривой Предположимъ далфе, что движен!е на про 

ляжев! каждаго изъ этихъ элементовъ было равноперемфннымь 
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т е сила дЪйсзвующая на точку была постоянной по величин%. 

Тогда приращен!е живой силы выразится для элемента А,5 плолад- 

хою прямоугольника — В,\з. Но какъ иредотавляегь кривая, сила 

въ дЬйствительномь движени не была постоянной, а постепенно 

хотя и неравномфрно, возрастала, позтому дЪйствительная скорость 
въ кониё А,5 будетъ болфе, нежели скорость при ностоянномъ уско- 

реви, а потому работа силы И, будегь меньше дфйетвительнаго 

приращешя живой енлы точки, т е 

эта 2 
Вл <= -— 

ТДЬ ®, — скорость въ начал элемента А,5. 

Еели бы мы предположили силу постоянной и равной конечной 

зеличинЪ ея В, при ралематряваемомъ перемфщени, то скорость, 
л слБдовательно и живая сила, которой точка обладала бы въ коннь 

этого перемёщеня, была бы болфе дБйетвительной; а слдовательно 

и работа снлы такой силы, равная Д.А: была бы оольше дВйстви 
тельнаго приращеня Живой силы, т. е. 

те _ = 
р < ВАв 

Сводя обл постёдея неравенства < арбат, получимъ 

то" вит 
В.А, < — с < В Аз [е 9) 

Ча основан подобныхь же разсужден:й по отношению къ ств 

дующимь элементарнымъ перезгщешямь можемьъ написать 

2 И м ВЯ — ОЕ < Ан 2) 

з 
ВА <" =. < ВА (3) 

т 
р] (п—1) 

— а < В, Аз (® 

Сложивъ соотвВтетвенныя части этихь выражений и произведя 
сокращев!я въ средней части, найдемь 

Ул ати — т <Уваь, 
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или 

Отеюдл заключаемь что 

У п пр 2 ВА = 5 $ (1989) 

ЗдЪоь первая часть равенства выражаеть конечную работу равно 
дБйствующей (при прямолинейномъ движен!и), а вторая приращене 

живой сплы. Въ произвольномъ (криволинейвомъ) движенш въ пер- 

вой части подть В елвдуеть разумёть, какъ было замфчено выше, 

касательную сплу или ввести подъ знакъ суммы множитель 05 (В, ®). 
ИШтакъ, приходихмь къ тому же выводу, что и въ случаЪ постоянной 
силы, т. в. работа равнодЪйетвующей вилъ, приложенныхъь 

кЪ точЕЪ, равна приращен\ю (алтебрическому) живой сили 

точки при одномъ и томъ ме перемфщенти (или въ одинъ и 
тоть же промежутокъ времени). 

Въ томь случаЪ, когда сила не совпадаеть съ направленемъ 

движеня зажонъ живыхь енль выразится въ елёдующей форм: 

пр. Улы 0$ (В, АЯ = ре {1286) 

° 

Уравнекие (1282) можеть быть представлена такъ (ем уравпе 

): ше 

р Мам кама 7 =" 

Слфдуеть имбть въ виду, что живая сила, но смотря на свое 
назване, ничего не иметь общаго съ силой, понимаемой въ меха- 

наческомь смыслф, какъ причиной, сообттатощей ускореше. Терминъ 

этоть, введевный въ науку нфеколько взкоръ тому назадъ, осталея 
въ ней до сихъ поръ. Къ вопросу о живой силф мы вернемся еще разъ 
далфе, въ тлавё объ энерми. Въ настоящее же время замбтиытъ, что 

живой силЪ можеть быть придачо другое, болфе отвёчающее сущ- 

ности дфла наименован!е—энерми движеня. Въ самомъ дЪлЪ, работа, 

израсходованная какой либо ситой приложенной къ матерьяльной 

точк%, не можеть исчезнуть, она непремёнко выразится соотв\т- 
ственнымь, равнымъ ей измвнешемъ живой силы точки, Если мы 
способность тФла произвести работу назовемъ энермей, причемъ ко- 
личеетво произведенной работы, служащее мБрою израсходованной 
энерши, выразится измфнешемъ живой силы точки, 10 мы должны 

заключить, что живая сила можеть быть танже принята за особый 
видъ энергии; а такъ какъ для данной точки количество живой силы 
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есть функцыт скорости вя, то энерши этой можеть быть придако 

вполн® соотвЪтотвующее нанменован!е энергии движен1я ИЛИ ии 

потичеекой энерки. Въ такомъ случыБ законъ живыхь силъ по 

лучаетъ слВдующее выразкен!е: работа равиодзйствующей силъ 

приложенных къ точкв равна приращевю кинетической 

энерг!и точки. 

При отомъ ныфетоя пъ поду рабогь, парасходованная силой (8 156), 
разематрииая же работу пробрфтенную, равную численно работ парасхо- 
доваиной, во имфющую обратпый зпакъ, то можемь запошь жшвыхь епль 
формулировать такъ: сумма пр!обрьтенной ехлою работы и ир!обрф- 
тешной точкою жвзой сллы ревна пулю. 

Прп помощи высшей маземалики уравнеге жлвыхь спль находится тань 
Умножныь уравпевя: 

КФ 
Х-в 

Фу =, 

аа 

2=7 
соотвтственио на 42 4ли @ п соотвфтогвелныя части пхъ сложимь Будемь 
пыфть: 

== (4 Хак вуду нат (1 

Ех аи ве, _ 
(пика чаи) 

У еЛ-Ны 
г. 

хе-+ Уд =8 т 

1 в, = 3 4 = 
Сльдовательно 

Нитегрируя постфдиее ураввен!е, найдемь овончалельно 
: 
{ (Хау уни 
` 

$ 174. Задачи 
1. Найти живую ситу снаряда в%еомъ въ 60 кгр при екорости 

300 м./сев., принимая у = 10 м./сек? 

2. Найти живую снлу тВла, вфеолтъ Р кгр., упавшаго съ высоты й м 

3. а) Найти работу, израсходованную силой при данныхь за 
дани 2, $ 159. 

6) На какомъь протяженшт произойдеть остановка? 

4. а) Какъ велика работа пороховыхъ газовь, сообщающичь де- 

вятифунтовому ядру скорость 1880 фут./сек.? 

пы? ла 
р 2 
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6) Какъ велико среднее давлее газовъ если ядро проходитт 
внутри оруща путь 7,5 фут? 

в} Какъ велико сопротивленце, спосооное остановить ядро два 
слвующее на него на протяжени 1 фут? 

5. Тло, вЪоомъ о0 ктр., должно быть поднято на высоту 19 метр., 

при чемъ въ конц подъема оно должно обладать скоростью 7 м.:сек. 
Какъ велика работа, которую необходимо затратить на это поднят? 

6. На т№ло, вфеомъ 10 кгр., движущееся со скоростью 4 м./еек. 

дЬйствуеть, при прямоливейномь перемьщеюн его въ 6 м сила Г 

заданная графически (фиг. 150). 

2) Найти скорость тЪла въ конць отоло разетоятя полагая 
9 = 2 10 ырек . 

6) Найти постоянную силу когорчя сообщить тёлу ту же скорость 

7. Окружная скорость колеса 

+ 9 м. Колесо приводится въ 3 век 

въ состояще поно, для чего упо 
требляется сопротивлене отъ тре 
вн въ 25 кгр. приложенкое къ 

окружноети колеса. Какан работа 
будеть при этомъ израеходована? 

Эй 8. Па окружность тормазного 

и 10 $ ъолеса дЪйствуеть сопротивлее 

зЪ 12 ктр., умевыплющее въ те- 
тене 5 минуть число оборотовъ въ минуту съ 95 до 10. Шслы д- 

метръ колеса равняетел 1,75 метра. то какъ велика израсходованная 
при этомъ работа? 

9. Какова живая сила колеса въ началф п въ конд соотвфт- 

ствующаго промежутка времени при данныхь предыдущей задачи? 
10, Найти жизую снлу обода маховика, вишня! дламетръ кото- 

раго--Д сы., внутреный -—@ ом., ширина обода— 6 см., чиело оборо 

товь въ мин —я. Уд всъ чутуна—т. 
Числ. данныя: )=520 сы., 8480 см, 0=—98 сы., п==75,3, 17,8. 

1. ТВло въ 700 ктр. дослятаеть подъ вляемъ постоянной силы 

скорости въ 15 м въ течеше 10 сек 

а) Какъ велика эта сила? 

6) Чеыу равна ея работа? 
12. Какую механическую работу доставляеть маховикъ радёусомъ 

въ ? м., вЪсомъ 6000 игр при переходв съ чиста оборотовъ #=10 

къ чиелу #, = 4? 

Ръшен!я задачъ;: 

1 270000 ктр. м. 

2 р 
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3 а) 695 итр. м.; 6} 125 м 

4. а) 493938 фунт. фут. 6) 51467 щд в) 12848 а пуд 

5 Ты РА- = — 724.9 кг}. м. 

6. а) Пользуемся уравнешемь живыхъ силь 

тдф работи Т опредфляется графически изъ фиг 150 ($165 ) т=1 

& = 4 м./ек. 

6) Искомая сила равна р. м. р м 
6 м. 

7 3387,5 игр. м 

8. 5772 тр. м. 

9. 6879,9 и 1095,5 кгр. м. 

10. Объемъ обода (цилиндр колгло) 

т= 5 (2 — 2) вм? 

Вфеь сто 7 

Масса, = 

и = и (2 — @?). 

Скоросгь средней окружности обода, 

фа 
—5 ем кеь 

т яву вр з _ 
т 57 89 180 (р 4) Ф-а) тр 

1 м —_ 2 а з = 1% 57.190" (р-аФ—9км 

Числ. данныя. 7 = 73633 кгр м 

11. а) 107 ктр.; 6} 80975 кгр м 

12. 1132,83 кгр.м 
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Движение несвободной точки 

$ 175. Шовяте о несвободной точЕ$. 

Подъ свободной точкой разумвють такую точку, движение когорой 

чи чвагь не ограничено, можеть происходить по вебмъ направлеямь 

п обусловливается только массою точки, состоятель ея (скоростью) 

и свлами, приложенными къ точк®. Но бывають случаи, когда та- 
кой свободы движеня не существуеть, при чемъ точка въ своемъ 
движени бываеть ограничена тЪмЪ или друтимъ образомъ являясь 

слБловательно, точкой несвободной. 

Иримфрами несвободнаго движеня могуть служить сяБдугонце. 
1) Точка, лежащая на неподвижной горизонтальной плоскости 

внутрь которой она не можеть проянёвуть, будеть неевободной по 

тому, что для нея перемфщегя внизъ невозможны. "Точка эта под- 
вершена дЪйствНю только силы тяжеетн. а потому должна бы полу- 
чить ускореше по вертикали внязъ; въ дВйствительности этого нсь 

слфдовательно, существуеть кЪкоторая причина кромВ вфеа точки 
прелятствующая ен падению; закимь обравомъ разсматриваемая не 
свободная точка не получаеть того ускоревя которое имлл бы точка 
свободная. 

2) Тяжелая точка, вясящая на кониВ неподвижно укрфиленной 

нерастяжимой нити, не можеть перем щаться по вертикали внизъ 
Точно такь же и здфеь разоматриваемая несвободная точка не по 
лучаеть уекореня, соотвЪтетвующаго свободной точк». 

3) Точка, движущаяся по наклонной плосиости, также будеть 

точкой несвободной, таже какъ движене ея велзлете присутетил 

наклонной плоскости, ограничивающей свободу точки, будеть анымь 

нежели точки свободной, при наличноети однихь и твхъ же прочиху 
Ууслоый. ДъЪйствительно, свободная точка подъ дЬйстыемъ только 

силы тяжести будеть двигаться или по вертикали (если начальная 
скорость ея равна нулю или направлена также по вертикали), или 
криволинойно по парабол® (ссли начальная скорость имфеть напра-. 

влене отличное оть вертикали). 
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$ 176. Заибна причижь, ограничивающих свободу движеня, силами. 
Изь приведенныхь лъ предыдущемь паратрафЪ примфровъ ясно, 

го двлзжеше несвободной точки совершается не такъ, какь мы могли 
зы того ожидать въ залисимости оть состоя н точки, т. е. ея еко- 
фоети въ данный момент и силь, дфйствующихь на иее. ПЬйстви- 

тельное движене будеть отличаться отЪ того движешя, которое было 

бы резульгаломь наших вычиелеш#, произведенныхь по правилазгъ, 
изложеннымь выше въ динамик свободной точки. Но разумбется, 

разь дЪйетвительное движон!е не будсть одинаково оъ вычисленнымъ 
мы получимъ въ результат о, что дЪйствительная скорость будетъ 
яная, нежели опреджленная по указаннымь формулам; въ лосл8диюю 
будетъ внесено, слЗдовательно, нёкоторое измуневе, приводящее ее 

къ дЪИетвительной скорости точки. 

Мы приходимь танимь образомъ къ занлюченио, что вшяше при- 
уыъ, измфняющихъ движене несвободной точки по сравненио съ на- 

ходящейся въ тьхь же условяхъ (начальная скорость и дЪйствую 

ия силы) свободной почкой, выражается тёмъ, что несвободная хочка 

нолучаеть нзкоторое побавочное ускорен!е. Но мы всегда можеть 

представить себф такую силу, которая сообщила бы точек то же са 

мое ускорен!е; мы можемь, елбдовательно, присутетве причины, огра- 
пнапвающей свободу движеня точки, какова бы эта причина ки была, 
замЪвить такимъ образомъ нодобранной силой, чтобы дйетые ея. 

т. е. саобщаемое ею ускорене, было бы какъ разъ равно ускорению, 
производимому упомянутой причиной, которую посл этого можно 

представить себф уже не оказывающей нигакото втявя на движе- 
ие точкп, не существующей. А тогда точка оказывается свободной, 

при чемь кромб прежннхьъ силъ, дёйствующихь на нее, къ ней бу- 

деть еще нриложена вновь введенная сила. Но разъ точка будеть 
свободной или, точвфе, можеть быть разсматриваема какъ точна сво- 
бодная, то веБ т выводы, которые были едфланы выше въ дин“ 

микв свободной точки, будуть нмфть мфсто ин здЪсь. Необходимо 

только добавить къ числу прежнихъ силъ нфкоторую новую, зам- 
няющую и выфетв еъ %Бмь выражающую дЪйстые причинь огр” 
вичивающихьв свободу точки, 

Раземотриагь сначала въ общем» видЪ, а затЬмъ на ифеколькихь ча. 

етиыхъ примБрахъ, какъ можеть быть опредвлена величина такой силы 

$ 177 Одредфлене величикы силы замфияющей причину, ограни- 
чивающую свободу движеня точен. 

Въ общемъ случа вопроеъ рёшается такт: пусть разсматравас 

мая точка 4 при налечности вофхъ существующихь обстоятедьствъ, 
ЭИнющихт на ея движене, имфеть въ данное мгновене уекорене 
У (фяг. 150). 

©. Баздинь. Основы исхаллки, 1 
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Если бы на нее дФйствовали только приложенныя къ ней силы 

то ускорсве ея, положихмъ, было бы 2. Ускореше / веть. очевидно 

ускорен!е составное, слатающими кохорато являются указанное уско- 
реше и добавочное ускороше р, которое апы найдемъ гоометриче- 
склагь построевезеь ва основаеи выражен я 

= в. 
Слфдовалельно, нужно лостроить треугольнивъ, вь которомь уско 

рен ТУ должно быть замыкающей стороной. Цанныя силы сообщаютъ 

ускореше #', дйств1с же остальныхъ при- 

й чниЪ выражаетсл сообщешемъ ускорения 7; 
но то же ускореше мы можемь произвести, 
приложивъ къ точь силу тр, вели #— 
масса точки. Эта сила въ механическомь 

и слыслЪ” бущетъ равноцвина причинамъ 

отравичивающимь свободу точки. 
151 Приводимые въ слфдующихъ парагра 

фахъ частные примбры предетавляють ви 

что иное, какь примфнеше высказаннаго общаго принцина для опре 
дЪленя величины силы, ограничивающей свободу движоя точки 

$ 178. Сила, замфняющая дьйютвю тибкой нити на удерживаемое ею 

тяжелое №10. 
Предетавимъ себ тЬло въеомь Р, привязаппое къ нити и пере- 

ифщающееся въ том или другомъ направлен съ ввоторымъ уско- 
решемь №. Это дЪйствительное ускореве, согласно изложенному, бу- 

деть теометрической суммой: во парвыхъ, ускореня, сообщаемаго 

веБуи сплами, дЪйствующими на тЬло (тЪло въ данномъ слутаВ мы 

разсматриваемгь какъ точку); такихь силъ всего одна— сила ‘тя- 
жести, ел ускорене у; во вторыхь, ускоревя, вызываемахо присут- 
стемъ нити Обозначая сто черезъ х нанишехгь: 

отеюд\ 
=1—9 

Смотря по величии и направлению &, х получить то илн др} гое значене 
1) #=0. Полное ускореше тБла равно нулю; 1$ло сохраняеть 

свое состояве т в. находится въ покоё или движется съ постоян- 
ной по величин$ п направленпо скоростью; силы находятсн въ равно 
ввеи. При этомъ 1=—9; ускорене х и елфдовательно самая сила, 

вызываемля присутстйемъ нити и равная 

р р 
та = в=..р=—Р 

9 9’ 
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1 ©. вфсу «ла, взятому съ образнымъ звакомъ (что 14къ и должно 
быть), направлена вверхъ. 

2) Тбдо, вЪсомъ Р, перемфщается помощью нити по горизонталь 

пому направлению съ ускорешемъ # (фиг. 159). Сыотря по величин #, 

мы найдемь, какова будеть величнна х и направлен!е ея, которое 
будеть вмфотВ съ тзыъ направленемь ничи, такъ какъ носяВдняя 

предположена гибкой. Имфемъ 

Пе трудно пзелВловать, какъ оудоть пзыВняться величина силы, 38, 

мвняющей нить или, 410 то же, натнжене нити (по закону противо 

дЪйстыя) съ измВненемъ угла я при 

одномь и томъ же вёоб точкн. ДЪЙ 

етвительно 

Р = я. 

Изтъ треугольника имфемь 

9 
их 

или, обозначая натяжене нити зерезь Х находимь подобное же со 

отношевы!е для силь Хи Р: 
Р 

Уна 

Эта формула п доставляеть матерьяль для изелфдоватя, при чемь 

слвдуеть разематривать \ какь функцию « Полезно результаты 
изобразить графически въ осяхь (я, Х). 

3) Если тБло перемфщается по вертикали, т. с. ускорене & имветъ 

вертикальное направлене, подобно у, то и х будеть направлено по 

вертикали и мы мощемь выфото геометрической суммы взять алге 
брическую 

2 —9 

Въ томь стуч когда 7 < 0 

== О-о *) 

Дьйстве вити изыБряется суммою силъ г иР что впотз 

понятно, такъ каш нить должеа, во-первыхь, уничтожать ускорение 
©илы тяжости 4 во-вторыхъ, сообщить твлу ускореше # 

) Если тЪло находилось ранфе дЬйствЯ снлы въ покоф изи обладало съоростыю 
паправленною вверхь, то оно будеть при дЬйстЫи силы двигаться вверхъ равно- 

ускоренно, Если же бло пифло скорость, паправленаую внизъ, то двлжене его бу- 

ДетЬ также внизъ но равиозамедденныхь. 
1 
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По закоцу пролвводЬЙствы  шть нь «вою озородь оудеть растагивигься 
сплою 

Чём»ь болфе будемь ускорять подъемъ, т. в, увеличиният, №, Ьэкь больше бу- 
дать натижешо нити; понятис теперь, почему при виезциноль возрасниии ско- 
фоетл движевя веревки, цфли, ремым л т. и. при подинмаши трузовь иногда 
рвутся. Шолы намъ давы: цапбольшая ветчина # п 'бсъ груза Р, мы найделть 
свлу, растягилающую веревку. 

Речи >00 то численно 
</ 

п елбдоватсльно 1 

ик? 9 < 

т е натяжене веревки меньше в%еа грува. 

$ 179. Сила, зыражающая дФйств!е нити при движени тфла по кругу. 
Пусть привязанное въ нити тфло движется равномфрно ио окру 

ности, въ цечтрЪ которой укрЫилевъ свободный конець нити. Най- 

демъ силу, которою можеть быть замбнена нить, 
При круговомъ равномфрномъ движещи тВло имфеть, кайъь мы 

знасмъ, ускорене, направленное къ центру, вазываемое цеятроетре- 
хительнымь, величина котораго равна ($ 75} 

гдБ #—_ радувь окружности. 

Въ даннемь случаВ на тло викаюшя силы не дйствують, 

какъ оно движетен По окружности равномЪрно, а сверхь того пред- 

полагаетея невЪфеомымъ, слфдовательно, все ускореше, которое т%ло 

иметь, должно быть припнсано влянно вити, а потому сила, за- 
увняющая нпть, евли массу твла обозначим зв будетъ равна 

=. (129) 

такъ 

Это и будеть центростремительная сила Приложивь къ твяу 
эту силу, мы можемь считать тВло свободнымъ, а имБи сверхь того 
данными траекторно (радуеъ круга), начальную скорость и началь- 
ное разстояне, мы будемъ лмЪть вполн® заданнымьъ его движене 

По налалу противодфйств!я сть той же самой по величинв свлой 

тёло будеть дЪйствовать на нить: но направлене силы будетъ образ 

ное—оть центра, велЪлетве чего эта сила новить назвав центро- 
бЪжной. Изъ формупы (129} видно, какь различные факторы вяяютт 

на величину этой силы. 
Если нить разорвется, то центростремительная сила перестаеть 

дФйствовать на тфло такъ кайъ присутотв!емз свонмъ сила зт1 обя- 
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зана только нитв. Тёло въ отсутетни веякнхъ силь должно дви- 

татьея равномбрпо и прямолинейно, сохрапяя сво скорость. Это мы 
и завебчаемь въ дЪйствительности. когда при разрывЪ нити тфло дви- 

ется прямолинейно но касательной къ кругу въ точк, соответ 
ствующой минововю разрыва. Направлен!е касательной и будеть 

предсжавлиеь собою паправлеюме скорости въ это муновеше. 
Такогь образозгь, какъ только увизтожится центростремительная 

сила, движен!е точки по кругу нарушается. 
Центростремительная же сила уничтожится волбдотые того, что 

нить разорвется подь дЪНетыемь силы цевтробъжной; нить, елёцо- 

вательно, должна быть настолько ирочна чтобы выдержать разры 
ваюшее дБйстве этой силы. 

Обетолтельство это нужно пыйтг. въ зиду, нар. в маманахь при расчеть 
частей пух, подперженныхь лёНотвио цептробужиой силы, вамовы напр. ма- 
ховыя колесе. 

$ 180. Сила, заибилющая дЪйствие нити въ матоматическомъ маятннЕь 
Простой или математиче- 

ся маятникь также гожет в 

служить примёромь движе- 
вл несвободной точки. 

Постараемся опредёлить 

сплу, ъкотороюдЪйствуетъ 

нить маятника. на тяжелу:о 

точку его иди, чо то же, 
натяжение нити маятника. 
Дли этого представим себЪ, й 

что маятиикъ 4 (фиг. 153), 
нить которато будемь ечи- 
тать нерастяжимой, нев- 

сомой и гибкой, откловень 

на нЪкоторый утолъ а и за- 

тЬмъ предоставлен самому 
себЪ; онъ начнегь колебать- 

ея, отклоняясь ВЪ обЪ ето- 

роны оть вертикали наоди- ий |. 
наковые углы. Найдемь ва ее й 
тяжен1е нити для в Ъкоторато й 

произвольнаго угла ф. Тяже- 123 

лая точкамаятника движет- 
ся по кругу слБновательно иметь цевтростремительное ускорене 

= 
=, 
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та {— плину млнэвика и касательное уекореше 

А В — пр = 

которое не будеть равно нулю, такъ какъ ва маятникь дёйствуеть 
вила тяжести, не совпадающая, вообще коворя, съ направлешемъ нити 
Если бы нити ве было, то въ точкв С малтиикъ имфль бы уекоре 

пе 9 каправленное внизъ *). Маятинкъ ме имбетъ ускорев!е 

ии "нп [2 = т Ра 

Слфдовательно присутстве нити вызываеть ускоревле ($ 17,) 

А 
г № (*) —9 

Мить въ двйстевтельноети остается прямолинейной, а такъ какъ 
мы предположили ее гибкой то слФдовательно, на нее дЁйствують 
только силы, направленныя по еи длин оть центра качай. Нить 

при этомь по закону протнведЪйств!я будетъ дЪйствовать на казаю- 

щуюся точку съ силой разной въ каждое мтновене вилЪ, расхягн- 
вающей нить, чо имзощей направлев!е по длин нити къ цевтру 

качанй. Слфдовательно онл можеть вызвать только ускорешя, на- 
правленныя по ея длин® къ центру; нужно поэтому найти только 
составляющую ускоревя р по направлению нити Касательное уско- 
реше 

цёликомъ направлено по нити къ центру качан й 
Ускореве у даеть составляющую — 9 08$ 

Примфчане. Паралелограмъ силъ изъ точки Ь должен 

оыть перенесенъ въ точку С 

Ставимъ этнусъ потому, что направлене этого ускоратя обратно 
нормальному ускореню, направлен е котораго мы приняли за поло 
жительное Итакъ 

ры # 
в=-т- 9625$) = = 160$ 

=) Такъ какъ въ это мтвовеше движение маятипка, переходя изъ ускоревнага 

въ замодленное, не инфеть ускорен, то едизственнымь ускорешемь было бы уе- 
рензе сплы тяжести 9. 
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а сила, замфняющиая нить если масел точки # оудоть равна 

2940 +) (30) 
\ 

Здфев надиежить опредёлить вслизнл} скорости + что можетъ 
оыть едфлано примнежемь закона живых силъ, для перемщешя 

маятника отъ О до С. Дия этого нужно найхи работу, произведенную 

вебин силами, приложенными кт, точк®. Таковыми являются: 1) сила, 
замъидощаи нить, и 2) сила тяжести. Что касается работы ихъ на 

указанномъ протяженш, 10; 1) сила, замбняющая нить, совершаетъ 
работу, равную нулю, такъ какъ направлен ея остается все время 

пернендикулярнымт къ траектории; 2) работа вилы тяжести, какъ 

силы постоянной по величин п направленно, выражается произве- 
дошемъ ея ва проекцио пройденнато разстоявя на направлеве ея 

{$ 164) ‘ее равна 
ту. ве == ту (Че — 44) = 

— #9 {603 ф — 16084) = т (608$ — 00$ а) 

Скороеть въ точкЗ Г) равна нулю, а потому законъ живыхъ силъ 
приметь въ разбираемомъ частномь случа такой видъ: 

== 2994 (605 + — 608 а) 

откуда й = 291 (608$ — 6 а). 

Подставляя эту величину въ выражене (130) найлемъ силу Р за- 

мфняюшую дЪйстве нити: 

РЕ [29 605$ — 2у 6085 — 9 005$] = 29 [3 008$ — 2 065 а] 

Р . оудеть прп Ф==0 а пменно 

Р = (3 — 2 6038) 

Сила эта возрастаеть съ уветичетемъ угла « при я == 30° 

Р = 39 

По этой величин силы должна оыхь расчитана нить на прочность 

$ 181 Давлеше наклонной плоскости на тёло. (Реакщия плоежости) 
Опредзлимь величину силы, съ которою дфйствуеть наклоннал 

чоскость на движущееся по ней тфло (фиг. 154); плоскоеть при 

этохь предположимъ совершенно гладкою, 
Изъ опыта извЪстно, что тЪло будеть двигаться по плоскости съ 

поетояннымь ускорешемь, равнымь 9. зйза; (нечего добавлять, что 
движен!е прямолинейно) Слфдовательно, равноцЪйствующая везхъ 

силъ, приложенныхь къ тёлу, будетъ силой постоянной (по велячинь 
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и направлено). Направление ся оудетъ паралельно 42, а величина 
силы будеть равна 

я. узта = Рама 
в Р—вфеъ твла 

Теперь пе трудно опродфлить, вь чехь выражается дЬйстве г 
глонной плоскости. 

Если бы наклонной плоскости ве было, то тБло падало сы ио 

вертнкальному направлению съ ускореемъ, равнымь у, такъ какъ 
на тБло дЪйствоваль бы только вЪеъ его. 

ДЬйстье наклонной плоскостн заклютаетсл въ чомь, что уско 
рее 9 измфнястея зъ уза, параиельное направлению плоскости, 

Для тото, чтобы изъ ускорешя 9 получить уно, пущно къ у ири- 
бавить геометрически, 

КАКЪ 30 ВИО УЗь 

чертежа (А або или пА- 

ралелограммь  абе@), 

ускореше 66 == боба. 

воторое будеть ипер- 

пендпкулярно гъЪ 42). 

2 а именно: * 

154. р узша = 3 Чеха 

Такамъ абразомь плоскость В сообщаетъ движущемуся тфлу 

ускорене, равное у соза, а по направление перпсндикулярное плос- 
костн. Но то ще самое ускореше мы можемъ придать тлу, ирило- 

живь кь нему силу Резо, направленную одинаково ст у 0х: а 

тогда тфло мы можемь разематривать свободнымъ и пользоватьен 
дли рётевя различныхь вопросовъ, касающихся его цвиженя, вы 
зеденными выше уравношями движения 

Итакъ, можно сказать, что плоскость дЬйствуеть ну гБло съ си 

лой 9 603. Откуда является эта сила” 
Очевидно, она есть слдетв!е того, что тВло оказываеть на плос- 

хость давлен!е, разное у с05а, т. е. равное нормальной къ плоскости 

составляющей своего вЪеа (по пачалу противодфйстви). Говоримъ 

что давлен!е плоскости ссть слфдетв1е давлевя т%ла, а 

пе наобороть потому, что дЪйетве плоскости существуеть только 
тамъ, гдЪ ея касается тВло, при томъ величина давлевя плоски- 
етн зависить оть „давлевя тЪла. ДЪйстые плоскости веть сила. 

такъ сказать, пасивная, поэтому еилу эту тдаяно называютъ 
реакц1ей плоскостл. Реавщя плоскости способна оказывать только 

противодЪйстве, она можеть лишь уменьшить ускорсше тбла, при- 
чемъ дфйствуеть только въ извфетномь ымаправленш. Шелин бы 
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тфло удалилось 011 плоскости тотчлет би прекратилось дБйстые 
поелвдной. 

Мы остановилиеь нфоколько дольше на раземотрни дфйетая 

плоскости, такъ какь подобный характеръ имбютъ вс вилы назы 
лаемыя реакщями; обифя имъ черты елфдуюцйя:, 

1. по положению он совнадають съ перпендикуляромь 15 пт 
скости (или къ поверхности), 

3. направлены оть плоскости и 
3. величина ихъ опредёляелся величиною нормальнаго давлетя 

оказываемаго тфломъ. 

"Талимиь образомь направлене реакши оказывается вполн опре 

дбленнымь; неизвфотна бывасть величина ся. Послёдиюю легко 
найтн посредетвомь слёдующихь данныхь: вфса тБла, реакщи пло 
скоети (по направленно) и равнод®йетвующей ихъ, заданной, вообще 
товоря, по направленно. Остастся построить треутольникъ такъ, чтобы 
послфдння сила была залыкающей, для чего слфдуетъ только про 

вости изъ точки а (фиг. 154) линно ас паралельно АВ до пересф 

чешя съ линею де, перпендикулярной къ ДВ; 06 и опредфлить иско 

мую величину реающун плоскости 
"Тоть же вопрось можехь рёшить и нёеколько иначе, пользунсь 

условемь равновфыя свободной матерьильной точки ($ 149), для 

котораго необходимо, чтобы веф енлы, дфйствуюлыя на тВло, еоста 

влини мнотоугоньникъ или треугольниюь, какъ это имфеть мЪето 
въ данномъ случав. По предыдущему постронмъ треутольникъ аёс 
зь немъ сторона са будеть ужё выфть направлене оть с въап 

даеть снлу, которую нужно приложать къ точкф, чтобы удержать ве 
вь равновзи. Реакщя плоскости по прежнему будеть равна 6е. 

Ранематривать точку или тВло въ соотояи равнояыя (въ чает 

ности покоя) является болфе проетьшгь потому что при этомъ не 
можеть явиться никакого сомнфЕя относительно направлен я силъ 
въ многоугольникв въ ту или другую сторону, тавъ какъ въ ука 
занномь случаВ всЪ силы должны быть. направлены въ одну сто- 
рону, и если мы знаемь направлен!е хотя бы одной силы (какъ 
напр. въ прнведенномъ случав—силы тяжести) мы легко найдемъ 
направлея прочихъ. 

$ 188. 0 сопротивлеми при движении тёла по плоскости, (Трене) 
Въ томъ случаЪ, когда наклонная плоскость не будеть совер 

шенно гладкой, что и вогрфчастся обыкновенно въ дЪйствечельности 

ТЬло будетъ двигаться по плоскости съ ускорещемь менынимъ не- 
вели д 5йьа (фиг. 155). Примемъ в%еъ тбла равнымь лу = Р == @6. 

Построивъ по предыдущему прямоугольный треутольникъ абс, 
найдемь сил) а = ж узна сообщающую тВту ускореше у за. 
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Вь разематриваемомь же случаВ ускорене, которое имбеть тфло 

будеть меньше уе, слфдовательно п сила его производящая 
будеть меньше нежели 9 . уго = аб. 

Положииь, сила эта выразится вектором ай. 
Бакова будечь теперь величии силы которою можеть бымт 3% 

мфнено дЪйстье плоскости? 

Мостронвъ на ас и ай треугольниьъ, найдемт отрфзоктъ с/, кото 

рый и представить по величикв и направленно силу, ивляющуюся 
слфдетыемъ присутстыя плоскости. Хараклеръ того дФйствя, которое 

оказываегь плоскоеть на движезе точки будеть для насъ боле 

неень, если мы разложимъ с по двумъ направленяытъ: паралель- 

ному 41 и перпендикулярному къ нему; мы найдемь тогда силы 

5 и Б№. Червая дастъ по преды- 

дущему величину реакциг пло 
скости, равной Р 08а, незавиея 

щей оть состоянйя ея поверхно 

сти. ПеслЗдняя же енла 5# бу 

деть характеризовать своей ве 

личиной состоявйе именно этой 

поверхности. Чфмъ ровнфе бу- 

деть поверхность, тёмъ меньше 
будеть сила, уменьшающая ско- 

роеть движен я тВла, тёмъ мень- 
ше будетъь сопротивленуе, ветрёчаемое тВломъ при своемь движс- 
Ми по плоскости п зависящее отъ состояня ея поверхности. Со- 
противленше это, какъ извЪетно, называется тренйемъ, в силой 

трен!я мы назовемъ ту силу, которан является въ точках кавашя 

одного тВла съ другимъ и которая уменьшаеть скорость движуща- 
тося твла. Гакъ какъ такое уменьшеые можеть продолжаться до 
того, что скорость едфлается равной нулю (но не далЪфе, такъ какъ 

сида тревя есть сила пасивная’, то треше можеть существовать не 
только при относительномъ движенщи, но и при цоков тЬл». 

Итань сила, выражающая дЪйств1е плоскости на тфло, можеть 

быть разложена на двф силы: нормальную-—-реакщию плоскости и 
касательную-—еилу трен!я. Цервая равва по величин® давленно 
{норуальному) тфла ка плоскость Величину ‘ке второй находять 
посредствомъ опытовъ 

Сила аё == Рапа, движущая тфло по наклонной плоскости за- 

висить огь угла, составляемаго ею съ горизонтомъ. Такъ какъ сила 
трены есть сила паойвная, способлая только оказывать сопротивло- 
не, но не сообщать локоющемуся тлу ускореше, то тБло, нахоци 

щееся въ покоф придетъ въ движене только въ толь случа, вели 
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Ра будеть больше силы трешя 54 = №: Вакъ видно изъ чертежа 

это произойдеть тогда, когда уголь а будеть больше угла 56 ==, 

называемато углозеь трен!я. До эхото же предфльнаго положен я 
тЪло будетъ находиться въ покоз, значить силы, ва него дЪйствую 

ия, будуть находиться въ равновёои, т, е. мы будемъ имёть но 

стоянно №’ = Р по при перембнной величин угла а. СлБдовательно 

снла трешя или сопротивлен!е, оказываемое плоскостью по направле 
ниш касательной къ ней, будетъь возрастать вмфет® съ возрастанемь 

силы, перемфщающей т%ло но плоскости, до нёкотораго наибольшато 
значеня этой силы, посл чего тВло придетъ въ движен1е. Но въ по 

слёднее игновеше, когда тФло еще было въ поко%, сопротнвлен1е пло 
скоети противодЪйствовало его перемвшенио. Отсюда также ясно, что 

сила тренйя д®йствуетгь ле холько при движенши, но и при покоф тВла 
Изъ треугольника йе имбемь 

Ш, 

ад Ве предетавляегь величину нормальнато давленая, производимаго 
тВломь на плоскость; обозналая это давлен!е черезъ №, имфемь: 

г=мих 

т е сила трерля равна нормальном) Давленю, умножен 

ному на тангеист угла трен!я. Такнуь образомъ для нахожденя 
непосредственно по нормальному дявленйо силы трея предета 
зляется удобнымъ знать прямо у. Эта величина, называемая кое 
фищентомъ трен1я и обозначаемая черезъ Г, содержится обыкно 

венно въ таблицахъ, составляемыхъ на основани данныхъ опытовъ 

Ниже приведены нзкоторые изъ наиболфе часто ветрёчающихся 
коефлщентовъ треня: 

Бронза по чугуну 0,21. 

» » желфву 0,16 

Дубъ по дубу: 

а) цвижене вдоль волоконъ . 048 

ъ) › ноперекь волоконъ 0,34 

[9 торца вдоль волоконъ 0,19 

Кожаный ремень по чухуну .. 0,56 

Кирпичь по кириичу 0,5507 

Каменная кладка но бетону . .. 0 65 

» ‚ » растительной землЪ: 

а) сухой и твердой .. 0,65 

Ъ) средней .. 0,45 
в) сырой 5,30 

Смазанныя цапфы 0,02 
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Изъ оньеговъ найдены стЪдуюцие законы оснобнтельно силы трен!я: 

1. Сила трея завиентъ оть матерьяла п состоян]я трущихея 

позерхкостей. 

2. Сила трешя прямо пропоршональна нормальному давлению 
между тфлами и ме зависить отъь величины соприкасающихся по 
верхноетей. 

3. Спла тревя завиенть отт относите лг ной скорости движени гл. 

$ 183. 0 сопротивлени среды. 
Разсматривая движен!е точкл иди тёла, мы предполагали до сихъ 

поръ, что квижене это соворшае въ пустот. Н%®еколько пначе 
происходить явлене, если тБло будеть цвигатьея въ какой либо 

средЪ: воздухЪ, водВн т. п. 

Среда будеть оказывать вИнв!е на движене тбла, состонзщее въ 

томьъ, что скорость его будетт постепенно уменьшаться при отеут- 
сотый какихъ бы то ни было друтнхь силъ, или, что то зе, твло 
будеть получать ускореше направленное обратно его скорости ло 
одной еь нею прямой. 

Ясно, что то же самое ускарене можеть быть приданое дату» 
щемуся тблу посредствомъ силы, величлна которой равна пройзве 
денню массы тла на ускореве, сообзцаемое ему ередой. Силу эту 

называють сопротивлеемъ среды. Вообразивь ес прилояенной 
къ тВлу, мы можемь разсматривать послёднее какъ тёло свободное, 

движущееся въ иустоть, на которое кромв силь, къ нему приложен 
ныхъ, будеть действовать ещо сопротивлене среды. 

Что касается свойствь сопротивлешя среды, его направлены и 
величины, то въ этохь отношеши имфются елфдуюция найдевныя 
изъ опыта, данныя;: 

1. Сопротивлете ереды совпадаеть по положено о скоростью 
тЬла (точки) въ данное меновен{е; по нлправченшю же оно обратно 

секоростл твла. 

2. Величина сопротивлешя среды можеть бить выражена вь 

оощемь вид олбдующей формулой: 

В аи 

ТДЪ а — коефищенть, зависящий оть формы движущ тгося тБла; 1— 

удфльный вфеъ среды, слфдовательно р — Плотность ередь: #(#— 

известная функщя скорости. у 

Что кавастоя посяьдней, то Ныотопозь было твно пырынеше 

уе = ый, 

дЪЁ госфищенть пропорщюнальности Этой формулой п можно пользовитьел. 
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при движепит тёль от относптельпо меоольшими сгорослями пофздь эъи 
паж ит. д). 

Фрышузсме артнаеристы ГНоберт (Рюфо, Морепъ (Момп п Ялд’опь 
Та юл) лзъ опытопь окрёльбы въ Мець в» 1839 году вашли 

ле=е+ы) 
ели тЫю падаеть пъ пустотЬ, то ускореше, оосощаемос ому оплою та 

местл, равио 0. ели же падеше пропоходить вь кашой либо средь, мав} 
въ воздухЪ, то величива успорешы в опредфлится разностью: 

ю=и--в 
ъдВ а- поефищенть пропорщюнальности. Отсюда впдно, что по мёрё увени- 
ченй скорости подены съ течешемь премени будеть уменьшаться ускорена 
падающахго тбл, пока оно нинонешь не сдёлаетси равнымь пулю, и тЬо 
пачлемь дпигалься равномфрно со скоростью, веллчини которой овредфинтя 
изъ лыражелйя 

Нужно добавить, что ускореше лёль, педающихь въ воздухь, умеяршаетел 
еде я по другой призивЪ, в именпо польдотве уменышевя вфеа тфла въ воз- 

Ь. что подтверждается пзвфетнымь опытонь изъ физави 

$ 184. Задачи 

.1. Желфзнодорожный вагонъ движется во скоростью 6 м./сех. 

а) Черезъ сколько сокувдъ овъ остановится, будучи предоставленъ 
самому себ, если коефищенть сопротивлетя двлкенно равень 0,0052 

6) На какой длин пройдегь остановка? 

2. Жехфзнодорожный лофздь вфсомъ 120 тоннъ (безъ паровоза) 

должеть имфть черезъ 45 сек. послЪ начала движеня скорость 
15 м.Кек. (54 км.час.). Какъ велика должна быть сила тяги, пере- 

даваемая царовозомь пофзду, если коефишенть трея равенъ 0,005? 
3. Во сколько разъ количество грузовь, перевезенныхъ въ сутки 

потадью при передвижети нхъ по рельсамъ, будеть больше гру- 

зовъ, доставленныхь ею при перевозкЪ по обыкновенной дорог, 

если длительность дневной работы будотъ соотв®тственно 10 и 3 чае., 

коефишенть тяг 0,008 и 0.1 и скорость цвижезя $ и 6 вер. въ часъ? 

4. Найти коефищенть трея желёза по льду, еслн для равно 

уфрнато движеня саней вфсомъ 150 кгр. требуется сила 9 кгр.? 

5. Можно ли сложить центробъжную и пентроетремительную силу 

о правиламь сложен: силь, приложенныхь въ одной точи? 
6. Тяжелое тЪло, привязаниое къ нити, движется равномфрко по 

вертикальной окружности. Въ какой точк ея натяжене нити бу 

деть нанбольшизгь? 
7. Найти откошене между цектробыжною силою и вЪеохгь т6ла 

на экватор, гдф ращусъ земли можно принять равньшгь 30 999 800 фут., 

2.084 {.:ек.? 
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8. При какозгь числ оборотовъ земли яъ сутки пФлл находя 
инея на экватор, потеряютъ веть? 

9. Тло вёеомь 100 кгр нужно подняль ил высоту 5 метр по 

наклонной плоскости. 
а) Найти уголъ наклона ея сслн для поднятя мы располаглевгь 

силою въ 4 ктр. 

$} Сколько времени оздеть совершаться подьемь при скорости 
бо м./се 

10. Точка движется внизъ по наклонном плоскосли. Каковъ дол- 
женъ быть уголъ ел, чтобы путь, пройденный горизонтальной проек- 
щей точкн въ данное время, имль наибольшую величину? 

11. По двумъ плоескостныъ съ углами наклона въ 20° и 302 въ 

одной и той же высоты безъ начальной скорости движутея дв 

Кака; разнаца въ пройденныхъ ами путяхъ будеть черезь 5 сек.? 
19. Составить выражете 

„дыя вычислешя ускорешя 
при движещи тфда по наклон- 
ной илоскоети, если силу па 
ралельнутю перемщенио н на- 

правленвую вверхъь обозяа- 
погь-—Р, взеъ тфла-- 9 и 

уголь наклона плоскости а? 
13. Рёло подвимаетен по 

наклонной плоскости съ угломь въ 1%. Бакую начальную скорость 

должно имфть твло, атобы оно припло въ состоя покоя подняв 

пуеь на высоту въ 60 м.? 

14. Какое разетояне проходить тфло въ 5 сек. по паклонной 

плоскоетн съ углом въ 26°, если коефищенть тренм равенъ 03 п 
тЪло въ начал времен находилось въ поко#? 

15. Твло вЪеомь въ 80 кгр. по накловной плоскости съ угломъ 

зЪ 40° въ 10 сек. проходить 120 м. Каковъ коефишенть трея Ги 

какъ велико сопротивлен!е треня, препятствующее движенио? 

16. Какое разстоян!е пъ тотъ же промежутокъь времени прод ю 
бы тБло при данныхъ предыдущей задачи? 

17. Какой начальной скоростью должно обладать тВло для чото 

чтобы подняться по наклонной плоскости въ 10°, длина которой ра 

вняется 10 м. при коефишент® трев!я въ 0 055? 

18. Какое время употребить 1610 для подъема при данныхъ пре 

дыдушей задачи? 
19. Съ какой высоты й (фит. 156) по наклонной плоскости (б8Ъ 

трен!я) долженъ спуститься шаръ, чтобы описать круговой путь ра- 

дусомь 5 м 

156. 



Гз АШ Двежеше нрововоднои точен 371 

Ршен!я задачъ 

1. а) 199 сек.; 6) 366 м. 

9. Побздъ долженъ имть ускоренте 

— 18 мук _1 м. {<ек.? 6 вк а 

120000 1 = 551 = 4080 ктр 

Сверхь тозо для греодолёя сглы трешя требуется 

126.000 0,005 — 600 игр 

Искомая сила тяги равна 4680 кгр 

3. Нриблизительно въ 21 разъ. 

5. Ивть, такъ какъ силы эти приложены ку различньхгь точ 
камъ [вонець нити и привязанное къ вей тёло). 

6. Въ нижней точкЁ окружности, гдЪ къ натящепю нитя вел®д- 
етве нентробыжной силы присоединяется натяжен1е подъ дЪйствезь 

вилы тяжести. 

7 Около 

Зв=ы 

9. 2) зна == 0,04; а == 22 9515. 
6) Плина наклонной плоскости 

зремя подъема гВла 

в = 250 сек. == 4 мин 10 сек 0,5 
= яе 

10. 45°; величина проекши <’ 

11 19,378 м. 

2. о 9 а -Р 
18. 84,31 м/сек 

14. 20,69 м 
19. 052 1=3186 кгр 
16. 315,28 м. 

17. 9,455 мсек 

18. # = 0,428 сек 

19. Евли # — скорость въ низщей точкЬ кругового пути а1,— 



27% Эстгозт чехле и 

1ъ выешей, 10 по уравнеицо руботь имемт: 

с — РЭл = мун 

тдв Р- рфоъ тля. Для того, этобы тбло, находлеь зь верхней 

точиВ пе упало внизтъ, доляно быть 

Отсюда находихь т, ЗатЪмь изъ уравнеши живыхъ тБлъ опредй, 

ляемь г. Соотвфтетвенио г, найдемъ высоту наклонной плоскости 
изъ ураввешя живыхь ель: 

и ие Зы 
= у п 1=5, 



ГЛАВА ЗХ. 

О моментахъ силъ 

3 185. Моментъ силы откосительно точки 
Моментомъ силы Р (фиг. 157) относительно данной точ 

ьи О называется произведен:е изъ величивы этой силы нп 
длину перпендокуляра ОВ, опущениаго изъ точки О на на- 
правлен1е силы. Обозначая момевть буквою Л/, изложенное опре- 

двлеше мы можемъ предетавить въ слёдующемь видё 

М=Еа 

при чемь ОВ = 4. 

ТочЕВ О приеваивается назвае центра момснтовъ перпен 

дикулярь ще 4 называется плечомъ 
силы Г”. Вели сила проходить черезь 
данную точку, 10 плечо ея будеть 
равно нулю, а слфдовательно, и мо 
мепть ея также будеть равенъ нулю. 

Если проведемь линцо ОС, то вс- 

личина площади треугольника ОДС 

будеть изыфряться произведенемгь 

46.08 _ м 

т. е. площадь эта равна половияф 
момента вилы Р относительно точ 
мо 127 

Моментамь силъ кромф абсолютной величины припиеывають еще 

знакь а именно: еели сила стромится перемнать точку А къ ко- 
торой она приложена, такъ, что линЁя » будеть при этожъ двигаться 
по направленйо часовой стрёлки, какт, это мы имфемъ на фиг. 157, 

то такой моменть яазызается положительнымь Моменть той же 
силы Ш, но относнтельно нфкоторой точки О„, будетъ отрапатель- 
нымь, такъ какъ сила стремится вращать лин 0,4 по направте 

Но обратному часовой стрблюБ. 

С Видит Оеноны мехаииен 13 
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Четко влдфть, что только что изложенное опредфлев!е знака мо- 

мента заключаеть въ собф нЪкоторую неполпоту, мотущую дать по- 
роль къ недоразумфьяиь. Цфйствительно, если мы можемь смотрёть 

на силу № и точку 0, а елфдовательно, и на плоскость ОД? ихь 

заключалоную, съ противоположной стороны (съ обратной стороны 
бумаги, на которой онф изображены, то моменть силы № отноен- 

хельно той же самой точки 0 будоть уже отрицательнымт. 
Аля исключен!н подобной неточности нужно каждый разъ опре- 

дфлять ту сторону, еЪ которой будоть разсматриваться плоскоеть 
О-Е, а для этого, можно поступить таюъ (фит. 158); проведемь изть 

начали моментовъ линю 0 перпенцикулярную къ плоскоети оч 

2 

Е. 

125 

п Даднуь ей ваправлеме отъ отой плоскости въ сторону наблю 
дателя. Еели попобвая лиш я или ось будеть дана, то знакъ дах 
наго момента будеть опредфяенъ точно. 

$ 186. Изображеше момента силы векторомъ (линейный коментф сишы) 
Вычисливь величику момекта 1/-= Ра, отложныъ ее въ извфет 

номь маспегабЪ по оси 01 (фит. 158), сообразуясь съ направлешемъ оси 

т.е. если разсматриваемый моменть быль положительньюгь, то вели 
чину, изображающую его, отложимъ по направленцо оси 01 (какт 

напр. въ данномт случа отрёзокъ ОЕ); если же моментъ былъ отри 

пательньйгь то величина его должна быть отложена по оси 0 вЪ 
обратномъ направлеви. Пля момента силы Л относительно точки О 
вт получимь векторъ ОЕ, который вполнв опредьляеть собою этоть 
моментт. Въ самомъ дфлф: 

1) свопмъ положешемь въ простраяств® (ось 07} и своимъ началомь 

(точка 0) векторь ОЕ опредвляеть положене перпендикулярной къ 

нему плоскости ОА, заключающей силу № н иентрь моментовь 0 
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2) направлене всктора, совпадающее съ изнравлешемь оси 07 

опрекфляеть знакъ момента, и, наконець, 
3) зеличива вектора ОЁ зыражаеть величия) момента М. 

Въ силу сказаннаго вектору ОХ присванвають назван ликей 

наго момента силы Л относительно точки 0. 
Раземотриное до снхъ поръ опредзлене момента силы относи 

тельно точки, равно какь и изображене этого момента векторомъ 

можечь быть распространено и на моменты другихь хеометрическихь 
величнеь, каковы напр. скорости, хорды перемёщешй п т. п. Такъ 

каюъ для этихь величинт такъ ще, какъ и для силъ были выведены 
теоремы паралелотрама векторовь, то все излагаемое далфе относи- 
тельно соотношешй межцу моментами силъ можеть быть примнено 
и для моментовъ скоростей и другихъ теометрическихь величинъ 

$ 187, Момепть силы относительно оси 
Моментомь силы № относительно оси { называется про- 

пзведен!е изъ проекцёг силы на плоскость перцендикуляр- 
ную хъ оси, на раз- 
етолн1е этой проек- 

ця до оси (или до точ- 
ки пересВченя илоско- 

сти провкши еъ осью) 

Осповываясь па этом 
опредфленн, для нахо- 

ждешя момента 4 силы 
№ отноеительно ови 07 

(фиг. 159) мы проводимъ 

произвольную плоскость 
Р, перпендикулярнуюкъ 

оси 0 проектируя на 

нее силу Г, получаемь 

проекцию аЁ. опускаемъ на направлене этой проекти изъ 1очкн О 
встрьчи оси въ плоскостью периендикуляръ 4 и окончательно на 

ходим \=ага 

Если сила перескаеть оеь, та моменгь ея относительно этой оси 

равенъ нулю, такъ какъ 9 =0. Моменть силы будеть равенъ нулю 

и въ томъ случа, когда сила парачельна осн такъ какъ проекшя 

силы обрашается въ точку. 
Подобно изложенному выше, и здфеь моменть силы можеть быть 

предетавленъ векторомь, совиадающимь по положению съ осью мо 

ментовъ. Гакь въ приледенвомь примёр® моменть силы Р относи- 

тельно оси 01 можеть быть представленъ векторомь ОЕ, величин“ о- 
18* 
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торахо, взятан вь соотвтетвутощехь масштаб», равна разсматривае- 
мому моменту. Ось 01 получила направлеше въ завиеимости отф но- 
ложешя наблюдателя передь чертежомгь, согласно сказанному въ пре 
дыдущемь параграфЪ; векторъ же ОЕ, выралинощИЙ зюментъ снлы ТР, 

совпадаегь но напразленно съ осыю потому, что моменть эту 
имБеть положительный знакъ. 

Легко видЪль, что вее, относящееся къ моменту силы относительто 
точки, предотавляеть только частный слутай момента сняы отноеп- 
тельно осп. Дйствительно, если снла лежнть въ плоскости, периен- 
дикулярной кь оси, то момонть такой силы относительно оси будеть 
равенф произведению самой силы на разстояе ея до оси. 

Еслн моменчь какой-либо силы относительно Данной 

точки будеть равенъ нулю, то онъ будетъ равен нулю и 
относительно любой осн, проведенной черезъ данную точку. 
Дйоствихельно, сила, находясь въ одной плоскости съ точкой, мо- 

жеть имбть моменть равпый нулю только въ сомь случаЪ, когда ся 
направлене проходить черезь точку; а въ такомь случа направлене 
сплы всегда пройдетъ черезъ любую ось, проведенную через данную 
точку слфдовательно, моменть силы относптельно оси будетъ нулемъ. 

$ 188. Соотвошеше между площадью треугольника и проекщей ея 
на произвольную плоскость, 

Равемотримъ сначала тотъ случай, когда плоскость проекщй прохо- 

дать чер зъ одну изь сторонъ треугольника; нуеть на фиг. 160 АВС — 

проектируемая площадь, 
Р.— площадь проекции, 

сх которой совпадасть 
сторона -ЁС проектируе- 

мато треугольника 
Опустимъ изъ точки 

„В порпендикуляръ на 

плоскость Р; соединимь 

основане его В, съ точ- 
ками Ди С. Тотда пло- 

щадь АВ,С будеть нро- 

екилей треугольника АВС. Проведемь черезъ ликпо ВВ, плоскость 

пернендикулярную къ ливм АС. Плоскость эта съ имфющимися пло- 

скостями пересфчется по лишямь ВР и В,0, перпендикулярнымъ 
къ АС; слёдовательно онЪ будуть выеотами треугольниковъь {ВС 

н АВ,С; уголь же ВОВ, будеть угломъ между плоскостями АВС 

и Р, а ляня В.Р проекшей ии ВЛ), а потому вмфемь 

В. = ВРез ВОВ, 

160 
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лли. умножля об] части этого равенства на [С п дбля на чвл 
найдемь: 

аС.ВР _ 4с. ВР 
5] в; ВОГ 

или площ, АВ, = плот, АВС. БРВ. . (131) 
слфдовательно: провкт+ плошади треугольника на произволь- 
ную плоскость равна произведено проектируемой площади 
ла 605 угла между нею п плоскостью проекщи 

Ввиду того, что проекщя данной площади на плоскость паралель- 

в\1о поелфдней, равна проектируемой площади, доказанная теорема 
будезт, справедлива для проектуй ла любую плоскость, паралельную 
одной изъ сторонт, проектируемаго треугольника 

161 

Ее ве трудно доказать и для случая, когда одна изъ вершинъ 
треугольника лелигть на плоскости проекщй; такъ, если имБемъ тре- 

угольниюь АВС и площадь проекщи Р (фиг. 161), то проводя ето- 

рону ВОС до пересфченя съ плоскостью Р въ точь Л и соединяя 

послвднюю съ точкого А, мы будемь пыйть соотношене 

АВС = АВР — АО 

Но послЪдеая дв площади одной стороной совпадаютъ съ площадью 

Р, а потому, пользуясь только что доказаннымь положетемъ отно 
сительно такихь плоскостей, не трудно распространить его м на раз- 
ематриваемый, а слдовательно и на какой утодно случай отнови 

тельнато положеня треугольника и плоскости. 

$ 189. Соотношене жежду моментами силы относительно оси и точки 

Найдемъ теперь соотиошен!е между моментами данной силы отно- 
сительно оси и точки. При обозначеняхь, принятыхъ ва фиг. 162 
пыремъ 

Моментъ силы Г’ относительно точкн О равень Г.Л), откладывая 

ОА = Е.Л по направлен!ю, перпендикулярному къ плоскости 09, за 
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каючиещей силу 2 и точку О, получимъ лннейный момелть енлы № 

относительно точки О. Моменть силы /” относительно произвольной 

оси 1, проходищей черозь точку (0, сыражаетея произведешемь /’. 4. 
Но такь какъ А 0,В,С, представляеть проекцио А0ВС, то на оено 

ванш доказаннаго въ предыдущемъ параграфЬ имфезь: 

10,В,0, = ЗОВС . воз (Р, 0) 

1.4= Е.Л. вз (Ь, 0). 

Но уголъ между плоскостями изхбряется угломъ между перпенди 
кутярами къ намъ и слфдовательно 

в03 (Р 9) = 5 (04,1), 

потом Т.Д. 081 ОЛ, И) == О.в (04,)— 01, = (133) 

1т0о можеть оыть выражено так: момент еплы относительно 

тт 

162 

оси равенъ проекпзи на эту овь ливейнаго момента той же 
силы относительно какой-либо точки этой оси (такъ вакъ 
точка О есть произвольная точка оеи 1). Въ силу изложеннаго 
веклоръ ОГ, называють линейнымъ моментомъ силы относи- 
тельно оси, при чемъ не трудно въ каждомъ частномъ случай найти 
его направлете при данной оби (1. 

$ 190. Сооткошене между номентомъ силы относительно точки и мо 

ментами отновительно трехъ осей, проходящихь черезъ точку, 
Какъ всяк векторъь, линейный моменть ОА вилы 1" отноеи- 

тельно точки можеть быть заданъ своими проекции на три взанмно- 
перпендикулярныя оси, при чемъ каждая изъ проекщй ва основан 
только что доказаннато, будеть представлять момевтъ той же силы # 



11 МХ О холентахь силъ 2:9 

относительно осн, на которую спроектированъ момевть (4; всб ле 

три проекщи, геометрически сложенрыя, дадуть въ сумы величину 
самото вектора или момента силы относительно точки. Принимая 
для моментовъ какой-либо силы № относительно точки О и произвол 

ной оси 0 соотвфтетвенно слБдующя обозначеня: 

И (о и М (ТР) 

для момелтовъ снлы Л’ относительно точки О и трехъ взаимнопер 

лендикуларныхь 06ей Ох, Оу, Оз, проходяжихь черезъ эту точку, 
получить слфдующее соотвошен!е: 

Ро = М Оо. + М (ря ИР), 133) 

1 © момеват оплы олносительно точки равень геометриче 

Е „р 

свой сумы моментовъ той ще силы относительно трехъ 
взаимноперпендикулярныхь осей, проходящихь черезъ эту 
точку. 

$ 191. Моменть равнодьйетвующей сить, приложенныхь къ точь 

Моментъ равнодф йетвующей силъ, приложенныхъ къ точ 

къ, или что то же, снлъ еходящихея относительно какой 
либо оси равенъ алгебрической сумм$ моментовъ силъ со 

ставляющинхъ относительно той же оси 
Разсмотризгь сначала дв силы Г, и Г, приложенныя къ точкВ 1 

и ихь равнодЪйетвующую А (фиг. 163). Моменты этихь силъ бу 
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УтЬ соотвбтетвенно . 
М (Ера 

У (ла = РУ, 

(Во = В. к 
Гребуется доказать зло 

ВЕБ. 

М (Во = М (Го к Мо 

Соединяя точку О съ точкою А и съ точками №, Х, и Ё, мы 

получимь треухольники О", ОХ'Р, и ОА’, площади которыхь 

будуть равны половинамъ моментовъ соотвЪтетвующихъ сил (5 1853. 

Разсматривая же четыреугольникь 
ОА’, въ которомъ каждая изь д- 

тоналей ОК, и ДЮ’ дфлять его на два 

треугольника, можемъ ваписать: 

О-ГЕ" - ОБИ = ОР АР 

или 

ОЛ'Т, -- ОГВ АГв)= Ав. 

Тазность же площадей треугольниковъ, стоящая въ скобкахъ равна“ 

2,В'.06 _ Е’. аб _ ЕВ. Оа 
5 

или 

ОАК, 
слЪдовательно >: д Оли + Ол = ОА. 
ЗА такъ какъ площади эти равны половинамт моментодъ силь №, 7 
и Р, относительно оси 0Ё то 

М о = М (Ее -- М (у. . 134) 

Если же обф слагаемыя силы, а слЪдовательно и н»ъ равнодфй- 

ствующал лежать вт плоскости, перпендикулярной въ оси (пусть 
такими будуть В, & иЕ,), о выйсто раземотрВя моментовъ относи- 

тельно оси 1 мы можемь разоматривазть моменты относительно точки 0 
и сказать ‚что моментъ равнодёйствующей сходящихся енлт 
относительно данной точки равняется алгебрической сумиз, 

моментовъ силъ составляющих относительно той же точки. 
Все доказанное въ отношеши двухъ составляющихь енль безъ 

труда можетъ быть распространено на случай какого утодно числа 

ихь. Такъ, если мы имфемъ силу В, равнодЪйствующую трехъ силъ 
Е, Е, В, не лежащих, вообще говоря, въ одной плоскости (фиг. 164), 

то для двухъ силь №, № и равнодфйствующей нхъ Р можемь по 

доказанному паписать: 

М (Ри = МЕ) | М (Та 
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"Точно такъ же, разематривах ситы Ри №, н рувнодВйствующу ю ихъ 

® ные: 
М (Ву = МР» МР 

илн, вставляя вивето 2/(Р) величину его изъ предыдущаго равенетв \ 
окончательно находилгь: 

М (Ви= М (Ре М ОР М (до, 

Вь самомь общемъ елучаф для составляюдихь опль № Г, Г. 

и ихь равнодйетвующей будемъ имВть: 

М (Ву =У У (Го (1349) 
р 

$ 198. Сушка моментовъ сить, находящихся въ равновфели. 

Еели силы, приложенных къ точк%®, находятся въ равновфеги, то 

равподвйствующая ихъ будеть равна нулю, а слёдовательно будетъ 
равенъ нулю и момеять равнолфйствующей относлтельно какой 
хгодно осн. А такь какъ моментъ равнодйствующей равенъ сум 

моментовъ силь составляющих, 10 въ случа равновфея силъ, при- 
поженныхъь къ точкБ, сумма моментовъ ихъ относительно какой 

хтодно оси будетъ равил нулю 
Не слфдуеть дёлать однако обратнаго заключеня, такъ какъ 

сумма моментовъ силь, приложенныхь къ точкВ и не уравковЪши- 
вающихея взапмно, ‘будеть равна нулю и въ томъ случаб, когда 
центръ моментовъ будеть лежать на продолжени равнодфйствующей. 

$ 198 Соотяошеню между моментами екль относительно разлячныхь 

точек. 
Пусть будеть дана сила № и центръ моментовъ О (фиг 185) 

Найдемъ зависимость, хоторая будетъ 

существовать между моментами ея 
относительно центра О и Екотораго 
новаго центра О, не лежащаго, во 
обще говоря, въ одной плоекости еь 

силой ЁР и центромь 0 

Шроведемь черезъ точку 0, пло- 
скоеть, перпендикулярную къ силё Е. 
'Изъ точки пересфченя ихъ А прове- 

демъ лийю 40, и лийю АВ пред- 

ставляющую пересвчеше проведен- 165 
ной плоскости съ плоскостью, за 
ключающею силу Е и старый центрь О Проведемъ сверуъ того 

черезь 0 ливю параллельную сил Е до пересфчетя ся съ лишей 

АВ въ точкВ 0. Соединивъ точки О и н давъ схоронамь тре 
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угольники ЧСО направлешя, указарпыя на чертеж, получим 

ин 

По „ОА = (о 

т. ба = М (Ро 

‹ Р.0О,С предетавалегь моменть силы №, перонесенной паралельно 

самой себф въ старый центръ, отноентельно поваго центра. Обозна 

чая его черезъ 2 (Ру)ь,, получим: 

Рю = Мф Мы, 

т. е. моменть какой-либо силы относительно новаго центра 
равенъ моменту той же силы относительно прежниго цевтра, 
еложенному геометрически ©ъ моментохъ силы, перенесея- 

ной паралельно самой себ въ старый центръ относительно 

новаго центра. 

$ 19%. Соотношеюе между суммами момеятовъ однихь к тЬхь ке 
вить откосительно разныхъ точен *). 

Соотвошеше между моментами относительно разпыхь ценаровь 
найденное въ предыдущемь параграф для одной силы, расиростра- 

нлетен безъ затруднемя и на случай ибеколькихь силъ. ДЪйетви- 
тельно, веди намъ даны силы: №, К» №, копия, вообще го- 

воря, различных точки приложешя, то по доказанному для каждой 
изъ нихъ можемт написать: 

м подо, == ЯР о —- Ка, 

М (о = М (И + Ри., 

тлф и, а», а... суть равстояыя оть центра 0, до силъ, перенесен- 
ныхь паралельно самимь себф въ центръ (, йли, что то же, моменты 
вилъ, приложенныхъ мь точкВ О относительно центра 0 

Складывая соотвфтетвенные члены, найдемь 

У Шо У ПР (Ро 1 У Ра. 

Въ этомъ выражени послёдейй птленъ предетавляегь сумму мо 
ментовь силъ, паралельныхь даннымь, но приложенныхь въ одной 
точкВ 0. Сумма моментовь такихь силь равна моменту ихъ равяо- 

*) Вывоцы наетоящаго параграфа находалт прамвневе ныхе в? глав ХХХ, 
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дзйствузощей, 1 & 

\ = м (вь.. 
— 

Въ члетномь случа, если данная система силъ, будучи перене 
сена въ точку 0, даеть равнодёНствующую равную нулю, для чего 
необходимо лишь, чтобы сумма проеншй данныхъ вилъ на любую 

ось была равна нулю {$ 149), поелбдн! членъ второй части равен- 

етва обращается въ нуль н мы получвыъ 

У Ио =\ М (о — ©0ы (135) 

довательно, сли сумма проек давной системы сияъ на 
любую ось будетъ нулемъ, то сумма моментовъ такихъ силь 
вохраняетъ свою величину относительно веякаго центра. 

Посльднее услове можеть быть выражено посредствомь суммъ 

моментовъ относительно трехъ взаимноперпендикулярныхь осей, про- 
ходящихъ въ данномь случа черезъ произвольную точку простран 
ства ($ 190). Мы можемь сказать, что если суммы проекшй силъ ва 

каждую изъ трехь прямоугольныхъ осей порознь раввы нулю, 10 

сумма момевтовъ такнхь сить не завиентъ отъ выбора центра мо 
ментговъ, за который принимается обыкновенно начало координатъ 
данной системы прямоугольныхь осей. 

Проствашимь, а вмфетВ съ тВмъ’ типичнымь примбромъ силъ, 

вумма момеяуовъ которыхъ не зависиль отъ выбора центра момен- 
ловъ, является такъ наз. пара силъ, состоящая изъ двухъ силь 

ъ, между собою, равныхъ по величинв но обратно на- 

$ 195. Аналитическое выражене вужмы моментовъ силъ, придожен 

хыхь къ точиЬ. 
Обозналимъ силы, приложенныя къ точь», черезь Г, Р., №»,...#,„, 

а проекци нхъ ва три взаимноперпендикулярныя оси Ох, Оу и’ 0%, 

черезъ: 

Х,, Ть 7, 

РавнодЪйствующую ще вебхь персчисленныхь силъ и проекщи ея 

на ТВ же оси обозвачамъ черезъ 

512 
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Найдемь первоначально моменть одной каной-либо силы /’ отноей- 

тельно каждой изъ осей Од 

Моменть снлы №, относительно оси Оз согласно опредленио бу 
деть равенъ произведению изт, проекщи силы на плоскость, перпев- 
дикулярную къ этой осы, т. в. на плоскоеть у0г. или на плоскость 
ей паралельную, на разетояще этой проскцуи до осл Ох. Мроеющя 

снлы № на плоскость уО2 будеть А'А) = АК,. Разложимь силу 

К, на двф составляющихь У; в 2,, которыя будуть выфетв ет 

тЫ п составляющими снлы №, а потому можемь написать: 

М (Кро, = М (Рог -- М Во. 

Но моменты сить У, п ИУ относительно осн 0% или равныхт ямь 

166 

силь Е, ин 2, относительно той ще оси (или точки 0), выражаются 

очень просто въ зависимости отъ координать 2 и у точки А или А 
& именно: 

м =ИМ(У) = Уд 

№ (2) = М (= Я. 
Передъ моментомъ силы У, ставимъ знакъ минусъ потому, что на- 
блюдателю, находящемуся звутри тблеснаго угла Озуе, или смотря- 
шему на плоскость у0г изь какой нибудь точки па оси Ох, вы- 

бранной такъ. чтобы ось имЗла направлев!е оть плоскости #02 къ 

наблюдателю, сила эта представляется стремящейся врашлть плечо 
О: по направлению обратному часовой стрВлкЪ. 

Итакь для момента силы ЖК. относительно оси Ох нуходимъ 

такое выражен: 
М (К) = уф 
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Моменть же силы Л, относительно оси Ох равенъ 

ых) мании =и чик 
Л такъ какъ сала Х, паралельна оси 0%, то проскыя этой силы 
на плоскость уОз будеть равна нулю, а слЪдовательно будеть ра- 
зент нулю и моменть силы ^, относительно оси Ох, 1 потому 

24 (Е), = М (Кро, = Ву — У. 

Подобнымь же образомъ, найдемъ моменты силы / относительло 

другихъ осой Оу и 0=. Не приводимь вефхь соображев, совер- 

шенно аналогичныхть только что изложенныхмьъ, танъ какь читатель 
вамъ найдетъ отВлуюля выраженя эоментовъ: 

М (ро, = 

М (Е: = У — Ху 

А затфмъ не трудно найти и выражен!я момевтовъ равнодЬйств} о 
цей относительно осей Оз, Оу и 02, при чемъ получизь: 

М (Во: = 2—1. \ 

М (ео, = Х. — #8 (36) 

1 (Вог == Ув — Ху 

Заъеь Х, У, суть проекши равнопфйствующей на соотвтетвую 

щя оси или, что то же, суммы проекшй силъ составляющихь на 
тЬ ще осн (такъ какъ проекщя равнодёйствующей равна сумм 

проекшй составляющихь ва произвольную ось) 

Въ частномъ случаЪ, если бы ве силы, дВйствующая на данную 

точку, лежали въ одной плоскости напр. въ плоскости ®Оу то мы 
пифли бы, очевидно (фиг. 166): 

= п 2=0, 

в — Ил, 

^ потому вмБсто трехъ равенствъ (135) получили бы только одно 

выражающее моменть силы Я относительно точки 0 

М (=. .. (187) 

Въ 8 190 было доказано, что моменть всякой силы относятельво 
точки (начала координать) равенъ геометрической сумм моментовъ 
той ще силы относительно трехъ прямоугольныхъ осей проходящих 
черезъ эту точку, т е.: 

М), = Мо. + М (о, -- М СТ.. 

Вводя вифото символическихт, обозначен: моментовъ изъ величины 
изъ выражен! (186), получиагь:; 

и, = Фу Уд - 2—9 + (т — №) (138) 
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Жсли намъ будеть задана нЁкоторая сила Ё своими проекщями Х. 

УТ нй@ на трн оси Ох, Оу п 0:2. при чемъ координаты эх, у, 2 

опредфлять точку прдложеня силы, мы, пользуяеь послёднимь вые 
ражетелеь, будемь въ состонЫи вычислить моменть этой силы отно- 

сительно начала координатъ. Моменты силь относительно осей мо- 

туть быть представлены линейно посредетвомъ векторовъ, отложен- 
ныхь по этимъ осямъ ($ 196); въ такомъ случаф и моменть силы 

относительно начала предетавнтея векторомъ, величина котораго не- 
посредственно опредфляется выраженемь (138). Чухо же касаетея ва- 

правлеюя его, то косинуеы угловъ, составляемыхь имъ съ каждой 

изь осей будуть соотвтетвенно равны: 

вая 09 = 70. те. 
ИРУ 

д — Их 

се 9 = Зв, 
Уг-- Ху 

(Г оО 

Замьтихгь кстати, что моменть еилы (какъ и всякаго вектора) отно 

свтельно точки только въ томъ случаБ будеть равенъ нулю, когда 

всЪ три момента относительно каждой изъ осей въ отдЪльносли 

равны нулю 



Н Динамика системъ точекъ 

ГЛАВА 5%. 

Основныя опредфленя 

$ 196. Поняме © систем матеръяльныхь точекъ. 
Подъ именемъ системы матервяльныхь точекъ подразумфвають 

такую совокупность подобныхь точекъ, которыя оказывать взаим- 

ное вмяне на движене другь друга, благодаря связяхь {сндамъ 

взаимодфйств!я), существующимь между ними. Отсюда заключаемъ, 

что отдвльных точки системы суть точки несвободныя (связь съ дру- 
тами точками}. Въ динамик несвободной точки было указано, что 

подобныя точки можно разсматривать какъ точки свободныя, если 
только замнить связи ихъ съ другими точками соотв®тственными 
силами, послф чего при наличносхи вефхъ необходимыхь цанныхъ 
касающихся дзйстыя силъ на точку, ве трудно будеть найти дви- 

жене поелбдней или наобороть по движеню ея найти силы. Еели 

мы опредълимь такимь образомъ движене вобхь матерьяльныхь 
точекъ, составляющихь данную систему мы тЬмъ самымъ опредь 
лимъ движен1е всей системы. 

$ 197. бипы внутреныя и внфиня. 
Силы, дБйствио которыхъ подвержена всякая эатерьяльная точьа 

пой или другой системы, канъ и вс силы природы, обязаны сво 
имъ происхождешемъ присулехвью матерьяльныхъ точекъ илы тБлъ, 
окружающихь давную точку. Въ зависимости оть того, входять ли 
эти точки въ составъ разсмахриваемой въ каждомъ частномъ случа 
системы или ей ие принадлежать, всв силы, приложенныя къ дан- 
ной точкЪ, могуть быть раздфлены на два вида: силы внутреннёя, 

имБющя источникомъ свонмъ точки системы, и силы внфшн1я, 

происходящия отъ точекъ, не входящих въ составъ системы, дви 
жен которой мы изучаемъ. По началу противодфйствя какъ ть 

так и другя точки въ свою очередь подвергаются дйствю со сто 
роны данной точки системы; такимтъ образомъ между силами внутрен 
ними и вныфшнимн по сущности дЪйствя ихь не имЪется какой 
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дибо разницы. Тзть не менфе при изучен движевя системъ ма- 

терьяльныхь точекь или физическихь тЪлъ оба рода еилъ раземи- 
триваотъ обыкновенно въ отдфльвости, благодаря чему чаето пред- 
ставляется возможнымь внести извфетныя упрощеня вт выводы 
какъ то мы увидимъ ниже. 

Для того чтобы указать на различе, которое существусть между 
еплазиг знутренниз ин виМинимн въ томъ случаф, кохда мы изелЪ- 
дуемь движене системы точект, раземотримъ слФдующй нримвръ. 

Предетавнмь себЪ, что мы имфедиь три матерьяльныхь точки а, бис 
{фиг. 167), которыя притативаютъ другъ друга силами, указанпымя 

на фитурЪ, причемъ ло на- 

а 1 чалу противодьЬйств! г 

т ЕР 
1 =! 

А. 

Допустпыъ кром$ того, что ни 

161. вавя друмя силы на эти точки 
не дъйствуютъ. 

веля мы будем изучать только двнжене одной матерьильной 

точки «, то должны будемъ принять при этомъ во вниман!е только 
силы Ги й, приложенныя къ этой точкЪ, лвляюнщщяел результатом ь 
дБйстыя точекъ и с. Силы ри К, еъ которыми точка а дйствуеть 

на но, мы, очевидно, разематривать не будемгь такъ какъ инте- 
ресуемся только движенемъ точки 4. 

Если бы наша система состояла изъ двухь точекъ ги 6, то дъ 
ней были бы приложены всего четыре вилы: р Г, Ни {.. Первыя 

дв® есть результать взаимодЪйстВя между точками разсматриваемой 

нами теперь системы, т.е. силы внутреннйя; силы же / и К лвляю 
пыяся слфдетыемъ взаимодЪйств между точками системы и виБш- 

ней точкой с, суть силы внБийя. Каждая изъ вифшнимъ силь 

имфеть соотвфяетвенную парную силу, но долько послёдняя прило 
жена не ко взятой омстемВ, а къ постороняей точк®, а потому въ 

раземотрёе но входить. Но если наша система будетъ состоять изъ, 
трехъ точекъ а, 0, с, то къ прожиимь силамъ, дзйотвующимъ на 
точки системы, прибавятея силы /’и №’; причемъ система будеть 
подвержена только дЪйствию внутреннихь силъ. 

Только что изложенное можеть быть распространено ва какую 
угодно систему точекъ. 

Такимъ образомъ различю между внутреннями и виёшними си- 
лами проистекаеть исключительно велёдетве того, что мы разема- 
триваемь силы приложенных къ данной систем; съ изывненюмъь же. 
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числа точекь, воставляющихь слетему нлн т$ло, какь мы только 
что видбли, ы®которыя изъ вифинихь силъ обращоюзея во вну 
лтренны и иаоборотъ. 

'Такъ папр., вели мы разсматриваемъ движене куска дерева, ила 

вающата въ сосудф, стоящемь на столф, то вифитиимин силами по 
отношению къ дереву будуть: вВеъ сто и дарленю воды, направлен 
нос вверх; давлеше же дерева на воду, а также давлене сосуда, 
на столь и обратябе ему совефмь не входятъь въ раземотр5юе. Еели 

заВмъ мы будемь разематривать систему, въ состав которой вхо- 
дить соеудь оъ наполняющей его водой и плавающимь кускомъ 
дерева, то давлеше воды на дерево будеть уже снлой внутренней 
точно таюь же, какъ будеть внутренней снлой и обратное давлеше 

дерева на воду, не входившее ранфе въ число разсматриваемыхь 

силъ; вязшними вилами будуть: вЪеъ сосуда со воВиъ находящимся 

въ немь и давлене стола на сосудь (реакшя опоры). 
Подобнымъ же образомъ нс трудно каждый разъ опредфлить силы, 

дБйствующия въ той или другой системВ, и указать, вая изъ нихъ 

будуть внутренними, зая внфшними, 
ИМтакь между двумн точками или гБлами силы веегда пары 

Если объ силы будуть приложены къ точкамь, входящимь въ с0- 
ставь разематриваемой сиетемы, хо онб будуть силами ввутрен 
ини; если одна пзъ точекь не принадлежит» данной системф, то 
еила, приложецная къ другой точкВ (кь точкВ системы) будетъ си 

лою выфшнею. 
Вифиийя силы, дЪйствующия ва тВла, могуть быть раздвлены 

на два вида: однф изъ нихъ дфйствуютьъ только на нФкоторыя точки 
тфла, таково напр. давлее орного тБла на другое, ириложенное въ 
точкахъ поверхности соприкосновев!я между твяами. Ясли поверх 
ность эта достаточна мала, то мы можемъ принять ее за точку, ко 
торая п будеть тогда точкою приложешя силы давленя между тв 
зами. Силы другого роде двйствують на всВ точки системы’ таковы 
напр. сила тяжести, сины электричесвя и матвитныя, 

Зыведемъ теперь н®которыя положев!я касаюпйяся внутренних 

силъ 

$ 198, Сущма проввтай внутренкихъ енлъ на произвольное направлезе 
'Гажь какъ внутрений силы, дёйствующуя въ какой бы то ни было 

системф точекъ между каждой парой ихъ суть силы взаямныя, т.е 
равиыя по величин и противоположныя по направлению, то сумма 
проекшй каждой пары еилъ на любую оеь будетъ равна нулю и 

слфдовательно, сумма проекщй всфхъ знутреннихь силъ въ данной 

систем на любую 06ь также будеть равна нулю. 

©. Бадди, —_Овиовь мольпия 
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буммируя во внутренея сны, дойетвуюцдя на данную точку, 

п обозначая равнод®йетвующую нхъ черезъ В, можемь иапиеать: 

\“вжш, В = 

1дь и— обозназаеть чиело точекъ разематривлемой системы. 
Отеюда дБлаемт заключене; если потребуется найти сумму провкшй 

вовхъ силъ, действующих на данную систему точек, чо прн та- 

Омь суммирова я можно принять во зиме только снлы выТии- 

я. такъ какъ сумма проеки!! внутреннахь суд, по только 
что пзложепиому, будеть веехда пулемь (подравумбваетея: для 
эдвого и того же мгновен). 

Помимо извфетнато упрощен, вноенмаго этимь положешемь, оно 

весьма важио сще потому, что въ указанном случа намь ить необхо- 
димасти савефит знать распредвлешю виухреннихь енль въ систем; а 
тахъ какъ изучене внутренних вилъ съ физической точки зрЪвя, во- 
обще говоря, предетавляеть значительных, часто непреодолимыя труд- 
ноети, при чемъ обыкновенно довольствуются лишь гипотезами о д 
отв вхъ, то отеюда попятие, насколько дял уе зи въ павЪ- 
стныхя случанхь полезно изсавитьея оть р отрфнт такото фавтора. 

$ 199. Сумма моментовъ внутреннихь снлъ. 
Внутреныя силы веегда парпы (фиг. 168 

относительно како 
позтому моменты пхт 

160 точки 0, будучи пропоршевальнм ^ площа- 
дамъ треугольниковь ОЛ и ОВЕ, 

равновелнкихь между собою, 5} 

дуть также между собою равны, 

но обратны по знаку, т.е. ЛА Е) = 

= — М(Р,). Слбдовательно, сум- 

ма, двухъ такихъ моментовъ бу 
деть всегда равна нулю. 

То ко. самое найдемь иль тно 
ед суммы моментовь виуурея- 
нихь сил всего ла, Изложевное 

по новод; суммы моментовт, отноентельно точки будеть приунимо п иъ 
сумы зоментовъ относительно оси, такъ какъ проекцит парных сидъ 
на какую-либо илоскоеть будуть между собото по величин® равны. Итак 

чаходимь: сумма моментовъ внутреннихъ сил всикой енете- 
мы точекъ отяосительно произволяной оси равна нулю. 

Такимъ образомь при нахождени суммы моментовь ъ силъ, 

пряложениыхь къ какой-либо систем матерьяльныхъ точокъ, отноеи- 
тельно произвольной оси (или точки, если веб — внуеренЕ!я и вы ин 

енлы лежать въ одной плоскости}, достаточно опродфлять только сумму › 
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моментов виНинихь силь; сумы Же моментовъ силъ внутренинхь 

иЪтъ необходимости вычиелять, такт, какь она всегда равна нулю. 

8 200. Различные виды сиетемъ матерьядьныхь точек. 

Въ ннжеслнуощемь изложен динамики системь матерьяль- 

пыхъ точекъ мы не будемь въ обшемъ случа вводить как-либо 

ограняченя относлтельно свойетвъ разематриваемыхь систезь, имя 
въ качеств основиыхт дацныхь аншЪ Г9, что внутрення силы въ 

пемт дЬйствуюция, удовлетворяють началу противодЪйстНя, а слЪ- 

довательно, будуть имфть мого приведенныя выше теоремы (5$ 198 

и 199) о суше проем п сумм моментовъ внутреннихъ силь. 

Кром такой снстемы матерьяльныхъ точекъ или такого рода тзлъ 

укажемъ еще на слфдующе: 

1) Нензифвяемая система точекъ или абсолютно твердое 
яЪ ло, опредвлене которому было дано выше ($ 118). 

2} Абсолютно упругое тфло, обладающее свойетвомь но пре- 

кращени дёйствя приложенныху, къ тёлу силъ возстановлять вполи® 

свою первоначальную форму. Тзердыя твла, ветр6чаюнияея въ при- 

родЪ, пе представляются ни абсолютно твердыми, ни обладании 
совершенной упругостью, различвыя тбла въ разтичной мБрЪ обт1- 

деоть свойствами тото или другого вида тфль. 
3) Совершеяная канельная жидкость характеризуется, во-первых” 

пбоодотной несжимаемостью, а во-вторыхъ, способностью оказывать 
сопротивлее только силамъ ожпиающимт, ло ие разрывающимь ве 
и не разелапвающимь. Сверхъ того при движени совершенной жид- 
хосхи не существуеть сопротнвлейй внутри ея. Равковзе и дви- 
ее жидкостей нвучаетея въ гизромеханиюВ (гидростатию$ н гидро- 

динамик, вврибе—гидрокинетик®). представляющей примфнене вы- 

водовъ общей механики къ этому частному случаю. 

Яидьмя твла природы также не предетавляють собою совермен 

выхЪ жидкостей. 

4} Совершенный газтъ, подчиняюлуйся зажонамъ Маррютта в 

Те-Люссака. РавновЪе п движен! совершенцыхь газовъ изучаются 
въ аэромеханикЪ®. 

Механика упрутихь тёльъ, гидромеханиьа и аэромеланика соста- 

втають спещальные отдфлы теорстлческой исханики и въ наше раз- 
емотрьше не войдутъ. Мы же остановимея, какъ указывалось, ил 
развемотрыши общихь началъ механики, относящихся безразлично 
къ какимь угодно системамь матерьяльныхь точевъ, при чемь вы- 
ведем» законы движенн этихъ яБ лу; а затбмь попутно сдзлаехь при- 

Бнев1е найденныхь законовъ къ неизизняемой слетемБ матерьяль- 

лихь точекъ или твордому тёлу. 

ая 
19 



ГЛАРА ХХХ 

Законъ движен!я центра инерци 

8 201. Центр® икерщн тЬла 
Пусть будеть дано тёле или система состоящая изъ матерьнль 

ныхь точекъ, имЬющихь масеьг 

При этомъ 

аня 

представить массу всего тЪла. Отнесемь это тфло къ тремъ 

прямоугольньюеь осямъ 

.1 координать (фиг. 169), 

! при чемъ коордикаты то- 
| чек бу соотвЪт- 

м ственво- 

и’ 2, 1, 

зз РА 

в , ве" 2", у", =" 

у’ Составимъ для каждой 

у осп отдёльно суммы иро- 
изнеден масеъ ва с0- 

169. 
отвтетвенныя коорди- 

наты ити такъ называемые моменты масс, относительно плоскост 

я ра О а = № их, 
т 

ту у ту" т = у пу, 

аа’ а" т" = у 9и5, 

2} Момевтом» массы отлосительно плоскости называется пронаведеню 
изъ массы на перпендокуляръ, опущенный изъ точки, хоторой иринадлежить масса, 

ва плоекоеть 
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Въ дальнЪйшемт, заачки Ти у знака суммы будемъ онуекать, 

помяя, что суммироваяе совертастоля по вобмъ точкамь системы. 
Всегда можомь положить: 

Урнь = ь 

У эту = ра 

У зе выс } 

тд Е (кои), п (эта) п С (дзета) суть координаты нЬкоторой точки, 
опрепьляемые тремя послфдними уравневимн. Изъ нихъ находим: 

= №282 = Зи, = Уз 40) 

в | В 
"Такую точку и называють центромъ массы илн неинтромъ инер 
цр: тЪла. Такъ кавь положеше веякой точки въ пространств® опре- 
дфлястся тремя координатами (не болфе н не менфе) и такъ какъ 

для опредвленя подожевя пентра инерши мы имфемъ три уравне 

в (139 или 140}, то, решивъ ихъ, мы п найдемъ только одну опре 

дфленвую точку—центръ инерши 
Еели ланпая система точекъ представляеть со0ою твердое тфло 

то велёдетые того, что разстоящя между точками ся не измняютея 
цолтръ инерШи въ такомь тВя будеть также занимать опредвлен- 

ное постоянное положеве относвтельно друтихъ точекъ тБла. Нанзге- 
новане разсматриваемой точки «центромъ массы» непосредственно 
слфдуеть нзъ тёхъ выражен, которыя се опредфляють; не менфе 

подходить п назвате «центръ пнерщи», такъ какъ свойство пнерщи 
привадлежить масс. Очевидно, каждому положению данныхь масеъ 
будегь соотвЪтетвовать свой пентръ инерщи; посяфдн! будеть изыв 

нять свое положене вагБств съ перемфщенями, происходящими въ 
тРлб. 

Напомнимъ, что мы разематриваемь не твердое тБло а пронз 
вольную систему масеъ, какое угодно 110 постоянно изуБвяющее 
«вое строеше и форму. 

Выведенным выраженя (1410) могуть быть примзнены не только 

ьь опредзлению центра инерши системы матерьяльныхь точекъ, но 

и кь опредвленю центра инерши отдфльныхь частей тВяа и отдвль 

ныхь тВлъ, при чемь въ этомь случаВ л', у, #'; 1", у’, 2';... будуть 

изображать координаты дентровъ масоъ частей тфла иль отдфль 
ныхЪ ть. 

$ 202, Центръ тяжести лвла. 
'Пентръ инерщи вазываютъ также центромъ тяжести тЪфла, на осно 

ванш слВдующихь есоображенй: допустимъ что размЪры разсматри- 
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ваемито тЪла настолько невелики, что измфненемь силы тяжести 
въ нредблохь его можно пренебречь м, слдовательно. считать уско- 
рене этой силы у постояннымтъ. Умиодногь 006 части выражевй (139) 

на у; тогда получнаеь: 

Жи. 

ий 1 (4 

Но въ этихь равенетвахъ произведеныт у предетавляютъ вобото вйса, 
отдзльныхь точенъ (и’у, ша, ш"у...) обозначимь ихь черезь 

(р, в", ь",...). Произведен же ву выражаеть вЪотъ тфла Р. Вводя 

эти обозначеня вь 1167) находимь: 

У\Мшаер.: \ 
== 

УМ = | 142 Ут (42) 

УМЕ 
жеж 

Эти равенотва совершенно аналогичны равенствамъ (189) сз той 

лышь разницей, то здвеь вместе масеь входятъ веса отдвльныхь 
точекь и въеъ тЬла, Поэтому точку, координаты которой суть 

_У в 

вполнё уместно назвать центромъ тяжести тфла. Координаты ся 
очевидно 18 же что н координаты центра инерщи; тадъ напр 

Е Урх Уж. 9» те Унх 

Р ву ву ь 

т е. центрь тяжести и центр пнерши между собою совпадаютъ. 
Поэтому вмфето ‹центръ инерши» можно употреблять назваше 

«пентрь тяжести». Но слбдуеть помнить, что таков совиадене 
имфеть мото толььо вь тТомЪ случа, еели ускоренв силы тя 

жести у для вовхъ точекъ тЬлл принимается постоянным (для дан 
нато мрновеня). 

Такъ какъ зъ неизмБняемой системь или въ тверпомъ тЪлЬ центрь 

инерши его ссть постояяная точка, то то же самое можеть быть сна 
зано и о центр тяжести 

Переходимъ теперь къ выводу злкон“ движеюня центр» инерция 
или центра, тяжести 
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$ 203. Законъ движевя цектра инерцаи. 

Пусть будуть даны: 1) тВло, состоящее изъ матерьяльныхь то 
ченъ. массы которыхь таковы 

эн’, т", 2", 8) 

и 2) гоординаты этихь точокЪ какъ фунющи времени те 

= (8; 

"(#);.. 

=; 2 
Боордт наты центра тяжести —&. к 5 выражаются въ завнеимости 

отъ координать отдфльныхъ точекъ разематриваемаго тёла, как 
голько что найдено слздующиями уравнешями“ 

ор ше | 
‚мт й 

я =», ша | (148) 

5 =У же | 

ен" кт гб ь ‚= У в воть маоса воего гьла. Коорди 

наты $, \, 5, подобно координатамъ точекъ т$ла, будуть также функ 

ции времени, т с 
Ут =-=АЮ 

О “ 
УЕ 

Е =в0 

Координаты эти, какъ и всяюя друмя опредёляють съ одной 
стороны положее, занимоемое пентрозь инерщи въ пространств 
а ©» друхой — выражають проекцио разстояня центра инерши на 

каждую изъ осей. 
Даднмъ промежутку времени # элементарное приращеве 4#; при 

этомь получать соотвЪтетвенныя прирашевя и координаты точекъ 
п центра инерши. какъь функши в Мы будемъ имфть для оси 2: 

= 

Зе-- АВ = (хоч А-а” (д да") -- и" (а Ат) = 

> эт (#--А) 

Вычитая воотвьтетвенио изъ ччотей этого выруженя части слвдую 
шщаго 

| эт т’ то + =\ зе, 
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найдем: 
ВАНА АЕ НАШИ | 

Д»ля каждый изъ члоновь на А п беря предфлы возхъ частей, по 

лучиагь: 

ТА Л зв Ад 

м м 
ЭЗдьсь значетя массь, какь чела постоянных, можно вынести за 

знаки предзловъ, пощь знаками которыхь останутся выражешя, по- 

добния Ар 
пр. г; 

о же есть ци 970 иное, какъ проекщя скорости соотвЪетвенной точке 

на 06ь 2, а именно: 

а потому < 
тг, 

= 
И эр =, 

То же самое найдемъ п для осей Оун О ть будемъ имьть дая 

вефхъ трехъ осей: 

(4 

Поступая съ каждымь изъ этихь выражешй подобно только что 
55 выращенй (142), г. в. даван приращен® 

времени # и находя приращен скорости (фунюши времени), беря 

затбмъ предъль отношея ирпращея скорости ко времени, мы на 

демъ слфлуюпйя зависимости между проекщями ускоревшя центра 
инерлия и проекщями ускоренйй матерьяльныхь точевъ спетемы: 

РР =\ та 
= 

ы, У во, | (1+5) 

ВТУ. у ие, } 

охошениеир оршооыт 

Переходя леперь къ завиепмости между ускорешемь каждой точки 
и ДЪйствующими на точку силами, замтимъ, что каждая изъ точекъ 

твла благодаря вмячыь со стороны другихт, точекъ. являетея тоя 

кой не свободной. Но стоитъ намт, во этн вля или свази съ дру- 

тими точками замёнить приличныхмь образомь подобранными силами, 
вообразить вилы эти ирилощеяными къ данной точкЪ, и мы тогда 
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можемь разоматривать поелфиною какъ точку свободную; а въ та- 
хомЪъ случаЪ къ ней будеть приложимо осповное уравнев!е кинетики 
свободной точки ^ именно: 

В == вые, 

ТАЗ В — равнодЪйствующая всёхъ силт прилояенныхь кт точ, 

масса и зе — ускорене ея. 
Въ примфненн къ трех осле тоординать выражене ото полу- 

чаеть ведь 

эт 

Х— тю, 
пе, 

й лы, 

ТВ Х, . (— вуть проекши равнодфйств) ющей или, чго то же, суммы 

проекщи возхь силъ, къ точкЪ ирпложевныхь, на оси Ох, Оу и Од. 

На каждую изъ точекъ системы дЪйствують во-первыхь вяёш- 

в вилы и. во-вторыхь, силы внутреяня. 

Обозначимь сумму проекфй внфинихь силъ, дВйствующихь на 
ввкоторую точку я, по направленно каждой изъ трехь осей черезт 

‚ й., п внутреннихь силъ черезъ Х,, У,, Й,. Тогда ниёемъ: 

ХХ, =, 

Замфтихь прп отомь, что набшийм силы могуть дЬЙствовать ве ва леф, в 
тольно ша иркоторыя точки сиолемы; слфдовалельно, въ частном» случа Х, 
У,, 2, могуть быть равны вулю. 

Иодобныя выражевя напизюмъ для вебуъ точекъ системы: 

хх У тю; И, 
Хи хе Ума Уиини: ди--йи= 
Хех ам, у ат ме ИР веть 

Складывля соотвЪтственныя части ихъ между вобою получим 

Хх ̀-2 пе, ] 

=», че, | 140) 

"| 
РА У ни, | 

при чемь суммироваяе производятся по вофмь точкамь (п} снотемы 
Разсмотримъ первое изъ этихь равенствъ. Первый членъ его пред 

ставляеть сумму проектёй на оев Ол веЁхъ внфиннхъ силь прило- 

женныхь къ разематриваемому тёлу. Второй членъ заключаеть сумму 
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проекшй вофхь внутроннихъ еилъ. Но кась бы зо доказано выше 
($ 198), сумма эта веегда равна пулю. т. в. 

х 
1 

Вторыя частн равенетвъ (146), какь оыло найдено (145), равнь со 

отвутетвенно: , 
РТИ, М, ву. 

\ потому имбемь: 

2’. 

(4) 

унрованю въ первыхь частяхь уравиенй здфеь производится 
также по веЪуъ точкамь спетемы: но тать какъ вибшея енлы могугь 

быть приложены не ко вобмь точкамъ, то ратональн®е произвеети 

суммиролаве по вебмт, епламъ данной системы. 
егко усмотрЪть, что посафднёт уравнешя представлиють собою 

ничто пное, какь уравненя дышжезя свободной матерьяльной точки, 
маеса которой равна массе? всето тВла (0) нм на которую дВйестлують 

веБ внъшыя силы, приложенныя къ данному тзлу. Ири этихъ 

уелойяхь точка эта ниЪеть то же. самое ускорене, что и центрь 

инерши даннаго тбла и обратпо. Такимъ образомъ центру лнерши 

всякаго тёла движется тапъ, какъ двигалась бы матерьяль- 
ная точна, масеа которой равна масеб вреего тфла и къ ко- 

торой приложены всф внфши!я сплы, дЬйствуюнщия на дан 

ное тёло. Вы\шая енлы при этожь нужно предетавить пореносея 

ными паралельно самимъ 6еб% въ центр инерщи 

Въ ивложенномъ и состойть законъ движен!я центра инерти 
ити центра массы спетемы точект. 

Внутреныя силы въ написанныя выше выражешя ве входятъ, 
тажъ какъ сумма проекщй ихъ на любую ось равва нулю. Тавимь 
обравомъ он не мотуть оказать какое бы то ни было вине нз 

движеню дентра инерщн, т е. измЁнить его скорость. 

$ 204. Законъ сохраненя движеня центра инерции. 
Раземотримъ случай, когда вуммы проеюмуй воВхъ вншнихь виль 

ва три прямоугольныя оси равим нулю, а именно’ 
5 
УМл-о 

УМу=о (148) — 
0 Х^ 
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Уезоше это будегь пыфль моло та 
а тЬло сововыр но нують выфлим силы, т. ©. когда то подвержено 

дишь ДЬЙстВНО сшить впутреииихи, песпособиыхь, кинь пазмь хорошо мавфотно 
изхбБалиь состолшо центра нверийт. 

оке из хомь частномь случаь, когда 

На основан! выражений (147) будехть иубть 

И, = 0, ВУ, = 0. ВИ’, = 0 

Цо такт, каюкь у веетда больше нуля 10 

И. =0, 7, == 
\ елвдовательно 

г. с ускорсве центра инерши равно пулю. 2то уклзывчетт и“ то 

че скорость его остается постоянной, а именно 

Т = Совзь 

другими словами, состояте центра инерши не мфняетея; онъ дви 
жется равномёрно и прямолинейно или въ частномъ случа, если 
Г =0, находитен въ покоф. Такямъ образомь, если сумма лроек 

1 вовхъ вы зшинхъ силъ, приложенныхъ въ данному т%лу 

ва каждую пзт трехъ взапунопериеядикулярныхь 06е 
равна пулю 10 центръ пнерши его сохраняеть свое 0 
етоян1е. 

Въ этомь и заключается законт сохраненая состояния центра 
пнерн! и. 

Мели напр. центръ инерии находится въ нокоф п мы затфакь при- 

южимь къ нему систему силъ, удовлетворяющихь условямь {148}, 
то различных точки твла будуть при этомъ вообще говоря, подъ 
двйстыемъ какь приложенныхъ внфшнихъ, такъ и внутренняхь силь 
перембщаться соотвётотвующимь образомь дентръь же инерщи оу 
детъ всегда покоиться. 

$ 205. Примфры сохракеная движения центра инерщя 
Жели пелтръ ннерии какой либо системы точежь находится въ 

локоВ или обладаеть постоянною скоростью то въ отсутетён вивш 
нихь силъ, онъ всегда будеть оставаться въ этомь состоя, какъ 
оы ни дЪйствовали внутрен!я силы. 

Во всей вселенной существують только внутревыя силы межд} 
отдфльными тфлами, входящими въ составъ ея, поэтому центръ тя- 
жести ея покоптся илн находится въ вчномъ движении съ поетоян 
ной (по величинВ и направлен) скоростью. 

При разрывВ гранаты движене центра тяжести ея ие измЪняется, 
такъ какъ при дЬйстыя разрызного заряда появляются только вяу- 
треннё силы 
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Иря высер» оруде необходимо должно откатиться назадъ, мАкъ 

хакт дЪйетве пороховыхь тазовъ есть снла внутренняя, снарядъ же 
леремщастся впередь; чтобы центрь тяжести еиетемы (орудёя ео ена 
рядомь) осталея въ нокоф, ей приходится двипутьея въ обратную 
сторон: она и придетъ вь соотвфтетвующее движен1е, если пос. 

нее не оудеть измйнено дЬйстыемьъ вифитнихь енлъ. 

Въ дьботвительвоста но всю снотему (орудуо, зафеть, снарлдь) дЬНотвують 
вифшьйя сплы; тахь, снарадь подноргаетси дёНетано силы чижести и сопро- 
улилево зоздухи; двищеше орущя съ лафетомь памфилетея слою трения. 
Всифдотне отого ценжрь зяшести всей слстемы будеть въ дЬНетяптельностл 
изывиять свое позожеве, 

Прн ударЪ авухь тбль общйй центрь тяжеетн ихъ иродоижаеть 

сохравять свое движеще, тажъ каюъ вилы, развиваюццяся ири удар$, 

суть спаы внутрения. 
Выскакивая изъ стояшей у берега лодки, мы ненремвныио заета- 

внагь ее оттолкнуться оть берсга, такъ какъ общий целтръ тнжести 
лодки и нашего тЪла донженъ остаться въ нокоф. Но какое бы дав- 
деве мы пи производили на лодку, оставаяев вь покоф, лодка не 
измзнить своето состоявн, такъ какть при такомь давлении ие прои- 
зойдеть перемТацоня массъ. 

Нжкоторыя явлешя повидимому протпворзчать только что до- 
казанному закону *): «Гакт напр. пзвЪетно, что мы, напрятая доета- 

точное мускульное успде, т.е. развирая впутревнйя силы, можем 
передвинуть наше тЪло, а слФдовательно и его центръ тижеети. Нро- 
тиворёе здВсь предотавляющееся, только видимое; оно происходить 
оть невфрнаго предполаженш, что при нашемъ передвижена ирихо- 

дять въ дйстве только однё внутренны силы, между тёмь какъ 
опора, на которой мы стопмъ, оказываеть на наше т$ло извфетное 
усилие; это послЬднее есть сила внзшняя относительно нашего тЁла, 
она ий производить дзиженше его центра тяжести. Когда мы идемь 

о тгоризонтальному направлено, то мускулами, оканчивающилмнся 

въ подошвф, производимь на полъ наклонное давлене спереди на- 
задъ. По началу противодфйстя полъ оказываетъ точно такое же 

давлене, но сзады вперед; это давлен!е можно разоматривать состоя- 
шимь изъ дву изъ пихъ одно вертикальное, которое или равво 
вЪеу нашего тбла (въ такомъ случаВ центръ нашего тЪла не опу- 

скается и’ не подымается), или больше сго (тогда пентръ поднимается 
мы подпрыгиваемъ), иди меньше его (тогда пептрь тяжести опускается, 
мы прнобдаемъ), а другое — горизонтальное; это то носл$диее давле- 
не и подвигаеть нашь центръь тяжести по горизонтальному напра- 
вленно ‘Чфыъ болыше это давлеве, тбиь быстрфе мы можемь с› 

Элемептарная механика 1860 стр. 
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оощить значительную скорость пашему тфлу; чёмь меньше это да 
вле е, тбмъ больше нужно времепи, чтобы ему сообщить ту же ско- 
рость. Но вообще замфяаено, что если два прикасающися между о- 
оото тфла находится во взанмодВйствш, то его слагающая паралель- 

ная плоскости ирикосновевт, завися оть физическихь свойетвъ кал 
сающихся тБлъ, можеть быхь вообще тБмъ больше, ЧБмъ больше 

слатающая, перпендикулярная къ этой илоскостн, и чфыъ шерохо- 
вазе прикасмонуялея поверхности; поззюму, чЬмь тлаже поль, тёмъ 
большее давлене по вертикальному направлено мы должны на него 

производить дин того, чтобы двигать наше т6ло. Если бы мы, на 

дбвт, сапоги ео стальными, хоропю полированнымя подотвами, по- 
шли по такому ке полу, то каждый тагъ стоилъ бы намъ чрезвы- 
чайныхь уснлй. Когда мы стали бы заносить одну ногу впередъ, 
чю друтая должна бы была подвигаться назадъ, и вотр$чая малое с0- 

противлен со стороны пола, изйствительно пошла бы взадь и мы 

рисковали бы поскользнуться, упасть на каждомъ тагу. Всяь знаетъ 
410 опытьъ подтверждаеть вполь это заклточен!е>. 

$ 206. Законъ сохранешя движеня центра инерии въ принфнени 
хъ твердому тЬлу. 

Положнмъ, что разсматриваеное твердое тёло находится вт, покор 
Тели внЪииЙя силы, приложенныя къ нему, удовлетворяють для 
даннато мтновеня усломамъ (148), то центр» инерши ззятато тЪла 

будетъ продолжать пребывать въ нокоф, а въ такомъь случа един 

ственно возможными движешями для точекъ тёла остаются тая, 
изъ которыхъ каждое можеть быть приведено къ вращенно около 
мгновенной осн, общей для всего тБла н проходящей черезь центръ 

пнерши, при’ чемгъ. веЪ точки тёла будуть обладать одной н той же 

угловой скоростью вращеня (8 115). 

Еели же при. соблюдеи тфхь же условёй (148) относительно 

внЪинихь силъ пентръ инерши твердаго тёла находится въ прямо 
линейвомъ и равномёрномъ движенш, то илждое изъ элементарныхь 
поремфщелй тфла можеть быть разпожено на два составляющихь 

пере щения: поступательное ©ъ одинаковой (и при томь постоянной) 

скоростью для всего тЪла и вращательное около оси, общей для 

вефхь точекъ тфла. Такимъ образомь и въ этомъ случаВ виЪшея 

вилы могутъ сообщить твердому тфлу только врашен!е около центра. 
инерщи. 

$ 207. Движене тВла подъ дЬйетыемь силы тяжести. 

Если тВло подвержено только дЪйствно силы тяжести то въ та- 

зомь случав ко вофмь точкамъ тфла будуть приложены паралель- 
ныя между собою силы, пропорщюнальныя массамь точенъ; снлы 
эти сообщать вобмъ точкамь одно и то же ускорете 9. Принимая 
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озь Оз сорпадающей съ вертикалью ин направлецной внизъ, мы по- 
лучихь для проекш ускорешя нентра тлжести на оен коордпвать 
Са, Оу н 0г (147) соотвЪточвенно: 

ТИ", =0, 

1 полом\ законь движешя центра тяжести выразится уравнешехь 

Ре . а. (119) 

тдё Р=\1, = Ур равнчетея сумм вувовъ отдфльныхт точекь тбла, 

яв — масса восго тБла. 
Если мы имфемъ твердое ТЬло, находлщееся въ локоф, то подъ 

дЁйствезгь спль тяжести оно начнсть перемщатьел поступательв 
по вертикальному направленио. 

Не трудие показать, что сумма работъ вфеовъ отдВльныхь точек 

тБла при произвольномт перемфщени сго рлвну произледелио вфса 
тБла на понижение ценара тяжести. 

Пусть тбло совершаеть какое утодно перемщене; пруннман ось 
0: направленною сверху внизъ п обозначая начальных координаты 

точекъ черезъ 2» а конечный черезь +, получимъ, что сумма работь 

вфе`вь ихт будеть 

1 

Но 

елдовательно 
= р. . (150) — 

$ 908. Задачи 
1. Опредлить движене цовтра инерши системы, состоящей изь 

дДвухъ точекъ, массы которыхъ соотвтственно равны п/==2, т" 

подъ дьйстыемь слфдующихъ силъ: 

Х,=—3 

При приложении снлъ (въ начал временъ) центръ нкерщии на- 

ходится въ начал координать н иметь скорость опредЪляемую со- 
ставляющими . 

т. У, 

2. Движеве точек» системы, масем которыхь радны: э"= 3 
1, опредёляется соотвфтетвенио уравненями: 
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Найти: 1} положеме центра инерщи в концб 2-0 секунды: 

6) скорость его въ это мгновон!е; в) суммы проекшй силь на ка- 
кую изъ трехь осей. 

3. Решить ту же задачу при данныхь 

=, и =С, 

1 Движете цевтра ннершш опредфтяется уравневтяуи 

= у 8 я=0 

Найти суммы просвй внзшних»ь силл подт ЗЪйстьемь которыхъ 

совертастея такое двыжене, 
5. На тфло дйствують силы суммы проекщй которыхъ на осп 

поординать таковы: 

Ухо \ < хх о 1 ы 57 { 2 

Найтр силы, при приложени которылъ къ т5ту центрь пнерши 

ето будогь сохранать свое состояние. 
6. Найти скорость (въ видё проекшй ся на оси кооринать), съ 

которой будегь двигаться пеятруь лнерщи т®ла посл приложеня 

тъ послВднему силь, указанныхь вь предыдущей задачЪ, вета 

7, т, Е 1 Е. =оь 

’ Въ цештру пнерши твердаго т6ла съ массою равноо 8 прило- 
жена постоявная сила Ё==4 Найти его движене если до приложе- 

мя силы тфло покоилось. 

8. Твердое тВло состоить нзъ двухъ точекъ, при чемь масса ка- 

чдой равна единияв. Въ одной изъ точекъ приложена постоянная 
сила 3. Найти движене центра ннерти, если т%ло до приложе- 

в! силы находилось оъ нокоЪ. 
9. Рыьшихь ту же задачу, если къ одной изъ точекъ системы при 

ложена сила: =, кь другой: В =— 9. 

10. Опредвалить движене центра инерщи системы, на точки во 
торой дЪйствують силы, пропоршюнальныя массамъ послфдинхъ, 

при чемъ отпошеше енлъ къ млесамъ равно ? въ слёдующихь 
случаях: 

а) точки системы д приложения силъ находились въ поко 
6) центрь ннерши нийлъ скороеть Г7,=4 вовнадающую съ вл 

правлешемь силь; 

з\ центрь инерши имфлъ скоросят 7 

къ направлению силь. 

—4 перпопдикулярную 



304 Обловы чеААнНлЕ И 

Ршен1я задачь 

хх ти -г = Я, = №. =0 

У Мы Те Т,=0 
. В 
$=34 =; $=0 

3 п + Ходь рёшевая ех. зад. 2 

2 \=0 = ИЗ-е 

в №.=о И = И = 4 1 
эВ 

г=о Г=1- 

И — 0,5. = 0.5 уравнеше разетояшй. &= Ее. 

9 Центръ инерц?и будетъ оставаться въ поко\, такь какъ УЙ=( 

юз 

6) ГЕаЗь 

3) УЕЗУ4 не 



ТЛАВА ХИ. 

Законъ количествъ движен!я 

$ 209. Выводъ закона количествъ движеня 
Защонъ количествъ дваженн для системы матерьяльныхъ точенъ 

безъ затрудиеня выводится изъ подобяаго же захова для одной ма- 
теръяльной точки Для проекщи количества движеня на произвольную 

ось ? мы имфли ($ 151}: : 
ше, — те, == пр №. В, (151) 

Замхимъ при этомъ, что подъ Е нужно разумфть равнодфйствуто- 

щую вовхъ силь, приложенныхь къ какой-либо точк® системы, какъ 

выёщнихь, такъь и внутреннихь. Мы можемъ теперь же раздфлить 

тв и друйя ива дв отдфльныя групы. 

Обозначивъ  разнодЪйетрующую вн®инихь силь, приложенныхъ 

къ какой-либо точкЁ системы, черезъ Ё, а равнодфйствующую вну- 

треннихь сяль черезь 7. будемь паВть: 

п=Е+У 

Для проеу щий всхъ этяхъ силъ на произвольную ось потучимъ (8 24} 

=. 

Вводя въ уравнене (151) выфото проекщи равнодЪйетвующей ог- 

дьльно прозкши силь Е и 9, найдемъ: 
. . 

ти то -епр У Вар пр У) Л 
5 р 

Примёняя это выражен ко вебмъ точкамъ разематриваемой системы 
поочередно будемъ пиЪть 

В 

па та ==пр У, Е, пр УЛ А+ 
о $ 
: : 

и Ура У, ды 59) 
о о —. 

. р 
и — т в = пр У В, АЕ пр №3 РТ 

р $ 

С ыадиль Овповы механики, 20 
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Сложимъ почленно эти равенства. 
и и „ В р 

ны У пр У БА 1 № пр У, лм (053 
т т т 

Покажемь, что поелфдн членъ второй части этого вы] ащевя ру 

венъ нулю Онъ можеть быть предетавлень такъ’ 
: . р 

рУлы+ш У, т &-нпр № 
\ ® Г 

Кавдый же пзъ элихъ членовъ подробно нлиишелея слфдующимь 
обравозгь: . 

фу лм АРЕАЛ Ач ) 
о 

АЕ 

р 
Ул Мир ( АЕ, АИ ив) 

т 
Сложимъ члены. соотвЪхетвуюние одному и тому же промежутку вре- 
мени хежлу в0б00, помня что сумма пред товъ равна предЪлу суммьг 

ХУ Ара пр КУА, Аач МАРЕ 1 
+ ЗА ЛИ АА ны 

= 1= 

пр (+ --ии-- ЗАРЕ Тыи-- Ач 
-... В }. 

Суммы, стоянйя въ круглыхъ скобкахъ миожителями у А,&, А,&, 

45... буть суммы проекций на ось 1 вефхъ внутреннихь силъ въ 

систвы для различныхь мтновевй, соотвЪтотвующихъ началамъ или 
коннамь каждаго изъ указанныхь промежутковъ А. А,ё.,. Но уже 
было доказано, что сумма проекшй внутреннихь силъ на любое на- 
правлеве (для одного и того же мгновен!я) веегда разна нулю ($ 198), 

а потому и указанныя суммы равкы нулямъ. Слфдовательно и все 
послВднее выражее равно нулю Окончательне выфото уравневня 
(152) имфемъ: . 

№3 то —У то =\ пр №3 ЕМ (154) 
т т Г 

Уравненше это и выражает» 60600 законЪ количествъ движе 
в1я для системы точекъ и можеть быть прочитано такъ: раз 
воеть между конечнымъ и начальнымъ количествомъ дви 
женя системы точекъ по данному направленю или, что 
то не пробрфтенное системой точекъ количество движен1я 
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но данному направлению равно сумкЪ конечныхъ импуль 
совъ ви шнихъ саль для тото же направлен!я и того же про 

межутка времени. 

Не трудно написать послЬднее выружевме для каждой изъ коор 

диватныхь осей, а именно: 

№3 ть У, т, =У пр ы 4 
< 

Ульи, Ух 055) 
т т х 

. 
Уи, = №3 ла > то, У пр х #4} 

Выше было найцено (8 209) 

4 потому ЗАКОНЪ количествъ движешя можеть быть изоорлжень такъ ии 
вет ЗУ 

В О 

+ 

ВУ, — ВР, =У пр У У, А+ (156) 
т Г 

: 

вр — ве У, р \У 24 
т о 

Первыя части этихъ уравненй предетавляюзъ пробрёленныя цен 

тромъ инерщи количества движеня по тремь осямъ Каждое изъ 

нихъ выражается волторомь даралельнымъ соотвытетвующей оси 
'Еели бы мы пожелали найти дфйствительно пробрётенное количе 

<тво движеня (полное), то для этого необходимо было бы сложить 
теометрически эти вектора 

$ 210. Закокъ сохранешя количествъ движения. 

Еслн суммы проекцй виёшнихъ сил, дйствующихь на 

данную систему точекъ, на каждую изъ трехъ взанинопер 
пендикулярныхь осей равны нулю, то количество движен!я 
Данной системы остлетея постояннымъ 

20* 
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Преобразоващемъ вторыхъ частей уравненй (156), подоонышмь 

изложенному выше относительно уравнены (153), не трудно нока- 

зать, что при сдёланномъ ир^дположеви части эти обращаются въ 
нули, а потому получимы 

ВР = ВР 

ВТ, ВУ,» (157) 
ВУ. = ВТ, 

откл Вт = 
те количество движеня системы остается постоячнымт , сохраняется. 

Легко пидЬть, что зоцонь сохранешя количества движет непосред- 
ствевно олфдуеть пзъ закони сохранены движешя центра пиершш. Сущиость 
того п другого состопть въ зом, чго скорость центра перцё не измфияотол; 
а умножывь скорость па массу, мы получвмь количество дважелйл елотемы, 
которое въ этом случай такие пе измфпяетел. 

Очевидно, вс примфры, подтверждающие запонъ сохраневя дви- 

женя центра инерши, служатъ также для подтвержден закона со- 

хранек!я количества движев!я тбла, при чемт закоть этоть можотт 
быть примфненъ какт, для произвольнаго направлетя при наличяост 
равенетвъ (157), такъ и для опредфленной оси для которой можеть 

быть примЪнено одно изъ этихь равенствъ 



ГЛАВА ХХПГ. 

Законъ моментовъ количествъ движеня 

$ 211, Законъ момента количества движеня для натерьяльной точки *). 
ели мы имфемъ движущуюся точку, скорости которой въ мтно- 

вошя фи (#4) будуть соотвтственео: 9; и %, ‚д, то разность: 

А 9- — (158) 
называется, какъ извёетно прюбрётенной скоростью ($ 68) 

Зъ $ 191 было доказано, что моменть равнод®йствующей силъ 

приложенных вь хочкф, равенъ сумм моментовь составляющихь 
относительно одной и той же оси. Теорема эта на основани замёча- 
я въ.6 186 относительно моментовъ скоростей можеть быть при 

мвнена къ поелёднимь, а потому пользуясь уравнешемъ, въ кото 
ромъ скорость ; ‚д; есть составная а Ди и — составляющя ‘мо 
зкеть написать: 

Май == М (| д (Аи) 

М (Ан) = Мина — М 0, 
или 

тдф буква ДГ обозначасть моменть вектора стоящаго въ скоокахъ 
относительно произвольной оси. 

Раздфлимь вс члены этого равенства на промежутов времени Аё ко 

торому соотвБтетвуеть приращеве скорости Аз, такъ какъ Аресть коли 

чество, не имющее направлевя, мы можемъ подвести его подъ знакъ 
моментовъ что и сдВласмъ въ первой части равенства; тогда получимъ 

м г) _ Меча — М 
м — "ОИ 

Возьмехь предвлы обфихъ частей этого выражения подводя А 

кь нулю () М4 — Ме) 
О ити 

Но предфлъ какой либо функши согласно опредбленио предФла, 

равенъ самой  функщи, сложенной съ ифкоторой безконечкомалой 

*) Мы пе язлагали этого закона вт динамиыв точкй потому, 170 онъ ныфеть 
значене для послёдующихь выяодовъ только въ спотемв точекъ. 
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зе тчиной Ооозначая послфдыюю черезь о, можемь нтиислть 

Ш М ны) — М (6) 
и (=) И 

Предфль же момента какой либо перемВнной равенъ моменту пре- 

дла той же перозхБиной. Въ самомъ дЪлЪ, соли напр. векторъ а 
есть предёлъ вектора ® (фиг. 170), ау и суть соозвбтетвенно раз- 

стояшя т ин в до точки (или оси) 0 10 

имфемгь Иа) =ау 

пр [17 (е)] = пр. (у) = пр. (2) пр (@) = 
= М [тр. (>) 

д потому имъемъ 

А Аи пр М в =м ( #) = М (и, 

тд ю_— ускорение точки (полное) слЪдова 

тельно. 
М (в) 

Умноживъ воф члены этого выражения н\ массу точки  найдемъ 

ЭГ бши) = ив = № Фей ОИ 

ТД А есть рлвнодйствующая воёхъ силъ, приложенныхь къ точк». 

Произведеве же безконечномалой & на конечную величину % есть 
опять безконечномалая величина; обозначимт ве черезъ а 

'Послбднее выражене помвожимъ на промежучокь времени 4# 
нризехгь въ первой части иподведемь множитель этоть подъ знанъ 
момента 

М (ВА) = М (ту, д) — Мю) ном 

Напишемъ рядъ подобныхь выражен для вофхъ элементовъ 

Ад, А,6 А;..., на которые мы раздёлимь данный промежутокъ вре- 

мени #, причемъ скорости, соотвфтелвуюлря концамь этихъ проме- 
жутковь, обозначимь черезь +, „5. ,‚ начальную же скорость 
черезъ в: 

М (ВА = Мою) — М 0%) Наль 

М (В.А) = М (то) — М (та) -- «Ай, 

ММ (ВА, 14) = М (ты) — М (та) 5 ан 

М (В.А, = М (22) — М (то) + а. Ай 
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Величины а, а, в, зъ этихь уравненихь будуть вообще 
товоря различны между собою; но такъ какъ мы затфмъ будем 

брать предфлы этихь выражен, а при вычислении предфла мы мо 
зкемъ одну безконечномалую замзвить другой безъь вщяя ва ре- 

зульгать вычислевя (& 11 слЪдезые 2), то примемъ вездф вм%фото 
в.) а, @,..., НФБоторую безконенномалую ©; напр. средаюю изъ 
няхъ, или наибольшую, или наконець любую по нашему произволу 

Сложиыъ соотвфтетвенныя части вофхъ этихъ выражен и возь 

мемгъ и въ поелВинемъ член за екобки: 

. 
У, (в = М) — Мо) ча бе ) 

0 

По сумма деРАчАЕН = 
а потому : 

х М (849 = М (то) — Мы) на 
° 

Возьмемъ предзлы обфихь члетей подводя ве элементы времени 

АЕ въ нулю получимъ: 
. 

пр У мм = [М (%5)] — пр [М би] -- пр (@ В 
С] 

Въ этомь выравени члевы 

М (то) и М (поз) 

отъ А не заввеять л потому 

ир [2 (т) | = 17 (ть) 

пр [М т] = М (®); 
хром8 того 

пр (#. = пр (а) пр (9) =0 1=0 

Окончательно находимъ 

: 
пр №3 М (ВА == Мот) — Мот) (159) 

О 
Выражение, стоящее подъ внакомъ сумиы въ первой части урав 

неншя, есть моментъ элементарнаго импульса равнодЪйствую- 
щей силъ, приложенныхъ въ точк%: вея же первая часть пред- 
ставляеть с0бю конечный моментъ импульса равнодфй 

ствующей; во второй чаети имёемъ приращеве момента количе 

ства движешя Итакъ, можеть сказать, что конечный моментъ 

импульса равнод®йствующей силъ, приложенныхь къ ма 
терьяльной точк%, относительно какой либо оси равенъ при 
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рашен1ю момента количества движевя внродолжен:и того 

же промежутка времени и относительно той ще оби, 

При примфлеши выетой моленатпкн уруивен!е момента поличества дви 
женя кеходитол тавъ 

Имфамь. 

Умяожныь перпое урувнол!ю на у з10р06 ваз п зычтемь первое изь 
второго: . 

т (ту — уд’) == Ув — Ху 
пт 

в (ау" уз" — у" — ри 
а — пай в 

Отоюда, 
ата вв) ня Лу 

пан 
а (то) «— (то.) У] = (а — Х) 

сны равподёйотвующая будеть @ то 

(У — Ху &=М (8%). 

"Точно лагь же для скорости пыбемь 

в д), 
откуда 

(нора (иг) у М, (8) 
Сльдовательно ” * 

ам (р) = 31, (899). 

Цнтегрируя это уравнеше въ предфчахь отъ 0 дот получимь: 
й 

И.) М, вв) — / м (ва) 

$ 212 Зажонь номентовъ кодичествъ движевня дия систены точекъ 
Законъ этоть получается изъ только что найденнаго закона для 

одной матерьяльной точки простымь суммированемъ; производя это 
дЪйстые по всфыъ точкамъ системы, найдемъ: 

Ув Уиам = У [Мо — И 
1 Г 1 

Здфеь подъ Я нужно разумЪть равводёнствующую вефхъ сить 

(внутреннихь и внфтнихъ), приложенныхъ къ той или другой точнй у; 

но веломавая доказанное выше положете, что сумма моментовъ 
вевхъ внутренвихь силъ системы относительно любой оей равна 
нулю можно внести въ первую часть полученнаго выраженя н%®ко- 
торое упрощене, исключивъ внутреныя силы, 96 можеть быть 
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произведено вь слБдующей постепенносги (ем $ 209) 

" : . . 
х пр р (ВА = х пр я Мм = 

= У Уи м = Ш Учуню- 
® 1 6 т 

= У м У М(И, г) = р Ум Уют, 
т о 1 

Зифеь мВ) =о 

а потому окончательно получаемъ 

В » . 
пр х А У м (8) => пр У м (В. = 

= №3 [М @)) — М т] (160) 
т 

те. сумма моментовъ импульсовъ вовхъ внЪшнихь силъ, 

приложенвыхъ къ данной систем относительно какой 

либо оси равна приращеню суммы моментовъ количеств 

движеня для той же оси и для того же промежутка времени 

Напишемъ этоть законъ въ примфнеяи къ тремъ прамоутоль 
нывг» осямь. Для оси 0х имзля слёдующее выражене для момента 

равнодЪйствующей внфшнихь сплъ, приложенныхь ‘къ точ»: 

21 (8) = 2 — Уд, 
ЕДЪ 2, и },— проекши силы В, на’ оси О. и Оу зуи — ь0бр 

динаты данной точки. 

Для импульса силы получаем 

ИВМ = Ма м = (ут) м 

Для оси Ох находимъ 
я 

№3 яр №3 (уф тм №3 Пт), — МД (163) 
р 

Для осей Оу ян 0. соотввтетвенно имфемъ 

. 
Ув Уи —7аы= У [М 9, Методы 

1 о ' 061) „ , , 
Ув Ута-лрм- У о), М т, 

1 Г] з > 
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$ 213. Законъ сохранешя моментовъ количествь движешя 
Если сумма моментовъ всфхъ приложенныхъ въ данной 

еистемв точекъ внфшнихь силъ относительно любой оси 
равна нулю, т. е. (выражен!е 160): 

я (8) =0 
т 

а слБдовательно : 

пр У АЕ №3 ие: 
° 

то нзходамъ 

У [М (то) — Мат) =0 

или : 

\М и = У Ми) (62) 
= =’ 

т.е. сумма моментовъ количествъ дврженая относительно 
взятой оеш имфетъ постоянное значен!е, т е. сохраняет 

свою величину. 

Въ ивлошенномъ и’ заключается законр сохраненя момен- 

товъ количествъ движеня 

$ 214. Нринфнене закона сохраневя моментовъ количествъ движе- 

я къ твердому тБлу. 
Разсмотримъ, какой видь прюбрфтаеть оощее выражене закона 

сохраненя моментовь количествь двищешя вт примфнени къ твер 
дому тблу въ томъ случаЪ, котла къ тому же тьлу примфЕимъ за 
конъ сохранетя движеня центра ипершы т е когда имфемъ 

®] ®] м“ __ Ух-У ту 2=0 

Допустимъ для простоты разсуждений сверхъ того, что пентръ инер 
щи разсыатриваемаго тВла находится въ покоВ. Общность нашихъ 

ВЫВоДОвь этимъ не будеть ограничена, такъ какъ въ какомь бы со 
стоязи не находился центръ инерщи, вифшейя вилы по закону не 
зависимости произведуть одно и то же дЪйстве на тВло и ел$до 

зательно выводы, едФланныя для покоющагося центра инерци, бу- 
дуть приложимы и къ тёлу въ томъ случаф, когда центрь инерщи 
находится въ двищени съ какой бы то ви было скоростью. Въ та 

комъ случа твердое тЪло можеть получить подъ дфйстыевъ внЪш 

нихъ силъ только вращен!е около центра инерщи (6 115}, при чемъ 
каждое элементарное перемфщен!е точекъ тфла можеть быть принято 
за вращательное около оси проходящей черезъ центрь инерщи Сл» 
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довательно во всякое данное меновеюте вов точки тФла должны оола- 
дать одной и той же угловой скоростью ®, & потому скорость ка 
зидой точки въ зависимости отъ раветоявя ея ^ до оси вращеня вы 
разится произведевемъ 

зо 

Количество движен я точки будетъ равно 

т.о 

1 моментъ его при разетоян г 

29 

Но сумма моменаовь количествъ движеюя всфхьъ точекъ тёла 

согласно сдьланному предположенно есть величина постоянная те 

Здьеь ® можеть быть вынесено за знакъ У 

У и 

ай Нотт? += 

с 

Вырлженю 

предехавляеть сумму проязведенй нэъ массъ точекъ тёла на ква 
драты разетоянй нхъ до оси вращеная и зазывается моментомъ 
инерц!и т$ла относительно данной оси. Моменть инерции тфла 

обозначаютлъ черезь Г Такимъ образожь имемь’ 

®х Г— От 
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О равнов$ си силъ, приложенныхъ къ твердому т%лу 

$ 216. Въ ченъ должны заключаться условя равновфея сид, при 
ложенныхь къ твердому тбху? 

Какое бы, вообще говоря, конечное перемфщеве ни произвели 

вибшея силы, приложенныя къ данному тФлу, ‘мы зсегда можемъ 
разбить его на рядь безковечномалыхь перемшенй *), а каждое 

изъ такихъ перемфщенй, хакь это было показано въ слав о дви- 

женш твердаго тЁла (8 116), можеть быть разложено иа перембще- 

те поступательное и вращательное. Далфе извЪетно, что составное 
перемфщех{е равно нулю пли. въ томь случаЪ, когда каждое изъ со- 
ставляющихь перемщенй равно въ отдфльности нулю, пли когда 
перемфщеня эти обратны другь другу, но вращательное движене 
всего тёла не можеть уничтожить его поступательнаго движен!я; 
велЪдетве этого произвольная снетема влфуонихъ снлъ, дфйетвую- 
щихъ нл твердое тБло, должна удовлетворять въ отдьльноети, не 
зависимо двумь условяыь: во-первыхтъ, тому, чтобы тфло подь 
вливелгь данвыхь сллъ не могло получить поступательнаго пере- 
эышены, а во-Вторыхь тому, чтобы оно не получило и вращатель- 
наго перемщевя. При выводв этихъ условй нЪтъ необходимости 

разематривать тВло, находящееся въ состоявйи движен!я; пользуясь 
началомь независимости, мы можемъ упростить дЪло тЬмъ, что при 
вахождеви интересующихъь наеь условй равновфыя силъ мы б\ 

демъ предполагать бло покоющимся и такимъ образомъ всяков дви 

жене которое получить чВло, подверженное джйствю внфинихъ 

силъ, будеть обязано своимъ происхождеемь этимъ силамъ. 
Раземотримъ теперь въ отдфльности, какимъ усломямъ должны 

удовлетворять внёши!я снлы, чтобы находящееся въ покоз твердое 
тБло не получило ни поступательныхъ, ни вращательныхъ двяжеш@, 

$ 16; Услово, которому должны удовлетворять внфиия силы, не вы 
зывающя вЪ тёшф поступательныхь перемфщенй, 

Для вывода этихъ условй воспользуемся тВмъ, ч1о было найдено 

въ заковЪ сохраневя движеня центра инерши произвольной си- 

*) За вычетомъ изъ него предварительнато перемфщенвя тёла, если оно нахо 

дилось въ моменть приложения силь къ исму въ движони. 
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темы (5 204). Повторяя тамь изложенное, мы можемьъ сказать, что 
центрь инерщи будеть сохранятв свое состояне, находясь въ част- 
номъ случа въ покоф, если суммы проекщй вовхь внЪшнихь силъ, 

приложенныхь къ точкамъ системы, на каждое изъ трехъ взаимно 
перпендикулярныхь направлен! будуть равны нули. Услове это 

выражается слВдующими уравневями: 

Уз 

(162) 

У УХ А=о 

Но для того, птобы въ твердом т8лЪ, тпф разетояня между 

точками осталотся ‘безь изыбненя, не было поступательныхъ перем*- 
щен, достаточно, чтобы какая либо точка его была ненодвижна, 
Приведенных уравнены выражають условя того, что центрь инерцие 
или покоитея, или движется прямолинейно и равномфрео, а слЪдо- 
вательно (при’ отсутетыи вращательныхь движен!й} въ такомъ же 

состоя будуть находиться и воз проя точки твердаго тфла, дру 

тими словами, внЪши!йя силы, удовлетворяющя этимъ условямъ, не 
пронзведуть поступательнаго движешя покоющагося твердаго тЪла. 
Такимъ образозь, для того, чтобы виъши1я силы приложенныя 

въ находящемуся въ покоф твердому тЪзлу не произвели по- 

ступательнаго движен!я ето по какому бы то ни было напра- 
влен!ю, необходимо и достаточно, чтобы суммы проекшй 

внвшнихъ силъ на каждую изъ трехъ прямоугольныхъ осей 
были въ отдЪльности равны нулю 

$ 217. Усломе, которому должны удовлетворять внфшная силы, не вы- 
зывающя вращательныхь движешй въ твердожь ть 

Для нахождевя этого услов!я воспользуемся тёмъ, что было вы 

ведено относительно отсутотыя поступательныхъ перем щевнй {8 204) 

и закономгь сохраневя моментовъ количествъ движения ($ 913), ко 

торый ныфлъ иЪсто въ томъ случа, когда сумма моментовъ внёш 

вихь силъ относительно каждой изъ трехъ взаимкоперпендикуляр 
ныхь осей была равна нулю. 

Если центрь внерщи твердаго тЪла покойтея, то всякое эле 

ментарное переыфщен!е остальныхь хочекъ тфла приводится къ 

вращению около оси, проходящей черезь центрь инерши. При 
этомь сумма моментовъ количествъ движешя точекъ тфла для 
любой оси, проходящей черезъ центръ инерщи тФла, сохраняеть 
свое значене Общее выражен! закона сохранешя моменховъ коли 
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чествъ движеня въ этомъ случаё получает» слВдующиЙ видъ ($ 914) 

®. = Соня, 

тдВ 1-— моменть инерции тЪлэ относительно оси вращеня 1ш— 

утловая скорость вращеня. 
Положимъ теперь, что разсматривасмое нами тЁло находится вт 

оков, т.е. ®—= 0. Еелн мы приложимъ къ подобному тблу систему 
сялъ, при которыхь заковъ сохранешя моментовь количествь дви- 
женя остается въ силф, т.е. ®.Т==0, то тёло не получить вращеныт, 

такъ какъ 1 веегда нкоторое положительное число и, слВдовательно 
указанное произведен!с будетъ нулемгь въ томъ случаз, когда ® —=0 

Только что найденное услове, при которомъ данная система силЪ 
не сообщаеть тфлу вращеня, можеть быть обобщено на оспованя 

соображен!, изложенныхь въ предыдущемъ параграфЪ. Дйстви- 

тельно, имВя въ виду случай, когда центръ ннерши сохраняеть свое 

соетоян1е пли, что то же, когда сумма проекшй ваЪшнихь силь и\ 

любую ось равна нулю, усломе, что сумма моментовъ виминихЪ 

свлъ равна нулю отноесптельно центра инерши, будеть выполнено 
если эта сумма моментовъ будеть равва нулю относительно произ 
вольной точки, принятой за центръ моментовъ (8 194). 

Итакъ, если центръ инерщн сохраняетъ свое состоян1е 
пли, что то же если 

Ухо У х 

и если сумма моментовъ внвшнихъ силъ относительно кв- 

ъдой изъ трехъ взаимнопернендикулярныхъ осей будеть 
равна нулю, то тЪло ие получить подъ двйствемъ этихъ 

силъ вращательнато движен!я (а по & 216 оно не получить и 

поступательнаго перем щен/я) 

Аналитически услове это по уклзчиному выше выражается ‹лЪ 
дующими тремя уравнеями“ 

уе уу =о 

Уаи-уя=о (163) 

Уан-л=о 
3 218, Обния увловмя равновфая силъ, придоженныхь къ твердому 

тьну. Уравневя равиовфея, 
Сопоставляя теперь все изложенное о движении твердаго тВла, 

ТдВ было показано, что всякое элементарное перемвщене его можеть 

быть разложено на поступане и вращене со сказанцьиъ въ 88 216 
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и 217, мы можемь формулировать обния условия равновфия твердаго 

лфла слВдующимъ образом: 

Для равновЪе1я твердого тфла неооходимо и достаточно 

чтобы были равны нулю: 
1) суммы проекц!й всфхъ выфшнихЪ. силъ на каждую 

изъ трехъ произвольно выбранныхъ взлимполерпендикуляр 
ныхъ 066й и 

2) суммы моментовъ возхЪ вн Бшнихъ силъ относительно 

каждой изъ трехъ взаимнопериендикулярныхъ осей. 

Аналитически услошя равновзя выражалтея слёдующими 

шестью уравнешями равнове{я: 

р УА-0 

у, =0 (164) 

У 

9 У (@у— Уд =0 

Ум. би =0 (165) 

а #— Ху =0 

Въ болфе общезгь видф условн равновфойя могуть оыть выражены олёдую 
цами двума уравненами: 

ы У 8—0 | {166} 
У м0 | 

пра чемъ по первому наъ нихь сумиш ироевшЕй зобхь выфшинхь силь на ко 
кую УтодБо объ раяна нулю, а по второму — рэпкз нулю сумма моментонь 
вофжь выфшнихь силь таюже относительно кохой угодно ос. 

$ 319. Частные саучаи равновЪея сидъ 
1) ТВло имфетъ неподвижную точку Въ этохь случа 

постулательныя перемёщевя въ твердомъ тёлф невозможны необ 

ходимость въ выполнен!и условя (164) отпадаеть, а потому усломя 

равноз ея выразятся такт” 

У ву =) =0 

Уби-да=о 

Уяр 0 



520 Остовы ЖЕЛАЕТ ИЕН 

9) 1вло имфетъ ненодвижнут ось вращенля. №ели тло 

не можеть перемфкатьея вдоль этой оси, кохорую иримемь за ось Оз, 
то изъ вофхъ шести уравнеюй равновёый внфпийя вилы должны 

удовлетворять лишь тому, которое исключаеть возможность вращезя 
около этой оси те 

Уи хд=о 
Если ще тВло можеть поступательно перем щаться вдоль этой 

осн, то къ написанному уравневю присоединяется еще уравнене 

У 2,= 0, неключающее возможность указанниго поступательнаго 

перехгЬщен1я. 

3) ТВло можеть поступательно перемфщаться паралельно 

данной илоскости, 

Еели примемъ данную плоскость за плоскоетг 20у, то усломя 

раввовЪя выразятся елфдующими уравнемями; 

— Ухо 

% — } =0 

У (Ри — Хуго 

Не входя въ изложене дальнфйшихь подробностей, относящихся 

къ равновфено силъ, составляющихь предмегь статики, отсылаемъ 
читателя къ куреамь послЪдией *). 

*) С. Бобровск!. Стазика Куреъ Николаевскаго Пизцене] лого Училища 
Спб. 1904. 

А. Гречапивовъ Оспован я статиу! твордаго тёта и слетомь вообще Харь 
ковъ, 1889, п др. 
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Законъ живыхъ силъ 

$ 220. Выводъ закона живыхь сить. 

Методъ вывода этого закона для системы точекъ одинаковъ © 
зыподами изложенныхъ уще законовъ движевя пентра инерщи и 
количествь движсЕйя. Воспользуемся закономь живыхъ силъ для 
чючки ГД пыбли (196); 

= пр №3 ВАз соь (В 83) 
$ 

Цодъ В здбев разумЪется равнодйствующая вебхъ еплъ, при 

ложенныхь къ точкб; слфдовательно, при раземотрЪнЁн точкн, входя- 

щей въ составъ енстемы, В предетавляеть ‹06010 равнод®йствующую 

кака вифшнихь такъ п внутреннихъь снль те 

В=В-+ Е. 

А такъ какъ раоота равнодВйствующей силы равна вхм\уБ ра 

ооть силь составляющихь (8 161), то 

. 
2 == пр Увы 00$ (В, 5) -- пр р сз (В 43) 

Нанишемъ это выражен въ примвнени ко вебыгь точкамъ тёла 

чнело которыхъ обозначихь черезъ и, и сложимь соотвётетвенные 
члевы полученныхь выражен, тогда будемъ имёть: 

. 
их \®] $) а = Ур У! паз с (В 48) + 

г С 

- У пр х дз из (В. 8) 067) 

Эло и есгь оопий видъ законл аивыхъ силъ для спотемы точекъ. 
—_ 

Мы можемь прочесть го ллкъ: разность между конечной (У 
1 

©. Баддинт. Ос овы механики. 
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:: Нил дн 
л начальной (\ - 

пробрфтенная тфломь живан сила равна сумм® работь 

вебхт еплъ, приложенпыхь къ тёлу, какт вафшнихь, такъ 
и ввутренциху. с а ‚ . 

Отлише этого закона ио выфшиаей форм -омь закона двищеныт 

цептра ннерщя и закона колическеь двищеня состонть Въ чонъ, 

что внутрения енль, вообще говоря, не иечезають изъ выраженя 
сто, такъ какъ работа ихъ разна нулю только въ ифкоторыхт чает- 
ныхъ случаях Такъ какъ поели! ныйоть большое примвнен!е, 

то мы остановимся на пхь раземотрыни. 

°) живом силой твла илы, что 10 яе 

$ 221. Законъ живыхь сильъ для твердаго тьла. 

При вобхь перембщешяхь части тБердаго тфла разетояныт 

между ними не из» Внятотея; покажем, чте при это» работа вну- 

гревнихъ силъ т6ла булеть веегда нулемь. 

Возьмель простфйпий случай, когда тВло заключаетт п; с6бЪ 

всего двЪ точки 4 и В (фиг. 171}, между которыми существують силы 
взаимодфйетйя Ги р при чемъ Г= А. 

Допустимъ, зто равсматриваемын точки вь течене элемента вре 
мени перешли въ положейя Си 7), пройдя разстояыя А@ и ВЪ, 

при чемь Ср= АВ (твердое тВло), а также /’==/' въ предположенит, 

что величина внутреннихъ силь зависит только от разстонны между 
точками. Выше была доказана теорема, что работа силы 2ъ составнохь 
перомфщенн равва работ той же силы при перембщеняхъ составляю- 

щихь ($ 162). Представим себф, что описанное нередвижене вообра- 

жаемой прямой АВ въ СР? произошло такъ: сначала она перемфетилась 

паралельно самой ссбъ въ положен СК, а затЪмъ повернулась около 
точки С, описавъ концомь № дугу круга Л. Работа Г виутреннихт 

саль Ги А при сказанномь соетавномт перомзщен!и будетъ такова: 

работа силы Г Р.А С сов (180 —)} = -_ [. АС еоза 

ЕО 08 (} КБ) работа сипы } Е ВЕ о0за -- 
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у потому: 

1=—1 Абова 1 ДВ ева | | ВР (Е ГР) 
Гакт вакъ 

=] и 4 
10 

— } АС ова -- АВЕ 008% =0 

Туромф; того при перемвленит точки № приложешя силы / по 

ЦУТВ круга АЛ сила | постояшно направлена по радбусу, слЪдова- 

тельно вормально кь пути, проходимому точкой, т.е. / (#, ЕР) = 90° 
а 5 (Ё. ЕР) = 0 знамить и 

К 
д. И). 00, ГР) =о 

таюь вл результать имбемть: 

Я =0 

т. е. работа внутреннихь силъ въ раясмотрЬнной неизмфняемой си 

стемв двухъ точекъ при всякомь перембтениг ихъ равна нулю, то 
происходить велфдетве того, что разстояве между тотками не изи- 
нястсн и внутрен силы нарны. Цо силы этн парны и по всякой 
другой нензмбняемой спелемв точекъ и потому для каждой пары 
ихь не трудно будет» иремфнить только что выведенное положене, 

д слвдовательно: сумма работь внутреннихь сллъ провз- 
вольнаго твердаго тёла при любомъ перем щеви его бу 
цетъ равна нулю. 

Велёдетв!с только что изложенной георемы законъ живыхъ снлъ 
вь примбнеши къ твердому твлу ируобрётаеть слбдующую форму: 

= 3 ия 
т 1 

тдь вторая часть предотавляеть сумму работь веЪхЪъ внфшнихъ 

вихль, приложенныхъ въ тблу; обозначая работу каждой изъ визш 
В 

У У - У Ум, 8) (108) т г 

нухъ силь терезъ 7, для суммы работъ ихь пот) чимъ У 4 тдЪ 

ь— число вньшнихь силь 1 нотому 

(169) 

что читаетея такъ: при вслявомъ движении твердаго т$ла при 
ращен!е живой силы его разно сумм работъ веъхъ внфш 

нихъ силъ, къ нему приложенныхъ. 
Выражене рабогь виъшнихь силъ можеть получить другую форму 

если мы восиотьзуемся по тоженщемь доказанныхь въ КИНеТИЕВ ТОЧКИ 

эл 
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работа равнодёйетвующей равна суммЪ работь силъ составляющих. 

Примвняя его къ силамъ, разложеннымъ по тремъ взаимнопернен- 

дикулярнымт направлешяиъ Ох, Оу, О, найдемь (8 161). 

25 с0` (В, 43) = Хх | Уду-н ЙАл. 

Вводя вторуто часть этого равонетва въ выращенйе (169) получимь 

у” 

=? т 
У И У пр. Ул» = Уду-н 2.48) = 

т 
у 

эр. Ут УМ &) 110) 
° > 

$ 222 Законь живыхь сидъ при поступательномъ движеши твер- 
даго тЬша. 

При лоступательномъ движени твердато „фла, т. е. въ томъ слу- 

чай, когла всЪ точки Бла проходять въ одинъ и тоть же промежу- 
ток времени раввые и паралельные между собою пути, скорости 
везхъ точекъ будуть между собою равны, д потому въ уравневи (169) 

он мотуть быть вынесены за знаки сумы; тогда уравнене выра 
жающее законъ живыхь силь, получить такой видъ: 

(141) 

тдВ М-— масса тфла, а в и и_ начальная п гонечная скорости 

произвольной точки его 

КромЪ того н выражение работы сплъ можеть получить епещаль- 
ную форму, такъ какъ пути, проходимые везми точками приложеня 
этихь силь въ одинъ и тотъ же промежутокъ времени, между собою 

равны Въ этомь елуча® выражеяе (168) 

К. Ут=Ув У! ВАзов(В, 6) 
т 

емомь подоонымъ указанному въ $ 209, приводится кь виду 

У Ев х [У В из (В, 49] 45 (172) 

тд №5 В, воз (В,, 4$) есть сумма проскц й внёшнихмь силъ иа на 

правлен!е переыбщеня 
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$ 223 Законъ жявыхь силъ при вращательномь цвижеюми твер- 
даго тЬла. 

Предварительно покажемь, какъ вызиелястел работа силы въ 
гомъ случав, когда точка дриложешя ся оинсываеть дугу круга 

Пусть будеть (фиг. 179) А — точка, къ которой приложена сила Г; 

точка А описываеть элементарную дугу АВ круга съ пентрохь 

зъ 0, лежащую въ плоскости 20; ОХ — ось, периендикулярная къ 

этой плоскости. 

била Ё можеть омть разложена на двЪ: Ё, лежащую въ плое 

костн Р@, ин №, къ ней перпендикулярную. Работа силы Г при 

разоматрнваемомь элементарномъ перемёшевши АВ = Аз точки бу 
деть равна сумм рабозь силь составляющихь. Но 1, перпендику 

А 

лярна къ направленно перемщешя, » потому работа ея равна нулю 
слвдовательно, работа силы 1 равна работф силы №, ПостлЁдияя же 

работа выражается такъ: 

ЕЯ. 005, №) 

45=04 № 
Но 

} № 
® потому 

АРА, з Ар еж (Т 4$) = В говз (Ор 04) №: = ВОР 

ЗдЪсь №М.ОР есть моменть вектора №, относительно точки 0 

а такь какъ Г, представляеть собою проекцию вектора Р (данной 

силы) на проскость РО, перпендикулярную къ оси ОТ то Р, Ор 

сеть моменть силы Е относительно оси ОТ, 
Факимь образомь мы получили, что прн врашательномь перемв 

щени точки работа силы, къ ней приложенной, равна произведенио 
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изъ жомепта вилы относительно оси вращения ва уголь вращешя 
(на угловое перемБщен!е точки). 'Георема эта помощеть намъ вычн 

слить работу силь, приложенныхь къ твердому тёлу, при вращи- 
чельнохь перембщеня его около нЪкоторой оеи. Маномнимь, что 
при эзомь достаточно найти только работу еилъ вифинихъ, такт 

кавъ работа внутренннхь снлъ прп двнжени твердато твла всегда 
равна нулю ($ 371). 

При вращени тфла вев точки ого опиемвають дуги круговъ 

центры котормхъ лежать ва взятой оси, а потому работа каждой 

изъ вяфщвахь вил булегъ равна, произведению изъ момента ея на 

угловое перемфшене точки приложетя, т. е. 

№. 5 

човательно сумма работъ вебхъ ва шнихъ силь выразитея тлкъ 
& 

УМ м 
И 

тдф /- чиело пнфитнихъ силу. Но угловыя перемЪщевя различных ь. 

точекъ твердаго а, соотвфтетвующя одному н тому проме- 
жутку времени необходимо равны между собою а нотому имфемъ 

ь ь 
Уим=м Уи (173) 

т е. сумма работъ вившнихъ еилъ три злементарномъ вра- 
щательномъ перемВщен!и твердаго тёда около неподвиж- 
ной оси равна произведению изъ углового перемвщеня 
тфла на сумму моментовъ ве®хъ вифшнихь спль относи 

тельно оси вращен!я. 

Для конечнаго вращешя на уголь ф получимь 

А о 
пр Ум Ум 

< 
Приращене живой силы въ разсматриваемомь случав также пр1об- 

рётаеть спещальную форму. Дъйствительно скорость какой либо 
точки тфла 

в = вт, 

ТДЪ ® — углован скорость ея а --ращусъь врашемя. А потому 

кл ии Ут 
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— 
Выражене У ту, какь оыло указано вьппе ($ 214), называется 

полярныхь момеятомь инерши т®ла относительно данной оси п 

Соедипяя получениия выражеши для работы и дтт кив В спты 
выфеть, найдем: 

ею] Г 

пр. У 4$ У м, = (174) 

$ 224. Законъ живыхъ виль для промежутка времени, по истечеюи 

котораго точки тЬиа приходлть въ первоначальное положене *). 
Вь этомъ елучаВ разетоямя между точками въ начал и понць 

промежутка времени равны между собото. Покажемъ, что при такомъ 

предположент сумма ‘ 

работь внутрелнихъ 

енлъ вь енстемв для 

элементарнаго прозге- 
жутна времени будеть 
равна нулю; для про- 

етоты  раземотрёня 

зозьмезгь систему изъ 
двухь точекъь Аи В, 

къ ноторымь соотвтетвенно приложены равныя между собою внутрен 
ня силы [и А. Какь показано въ $ 221, при вычнелеви суммы ра 

богь внутреннихъ силь можно одну изъ этихъ точекъ счятать непод, 
вижною. Перемъщене другой точки всегда можно разложить на два 

частвыхь перемфщеня, изъ которыхь при одномь разетояте этихь 
двухь точекъ не мЬняегся, а при другомъь вторая точка движется 
по прямой лиш, соединяющей се еъ первого точкой т.е проиехо 

дить растяжев!е илн сжаме тВла. 

Налр. (фиг. 173), если перем щеве точки есть ВВ', то его можно 

разложить на перембщене ВВ”, при которомъ разстояще АВ" рав 

но АВ и на перемфщене В”В'. То же самое относится и до веВхъ 

промежуточныхь точекь перембщеня ВВ’. Работа внутренней силы 

дъйствутющей на №, можеть быть вычислена для перемёщевя В.В 
посредствомь еложеня работь для двухь частныхь перемвщен 
ЬВ" и В"В' **). Но по довлзанному работа дия ВВ" равна нулю 

113 

%) Л. Кириичевь. Начала мехамики, стр. 434. 

=} Работ силы вообще дан сосхавыого перожёщены равна оршабЬ радоть той же 
сиды для порембщев слагаеныхь ($ 161). 
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слждователтно, остается работа внутренней силы для персыфщешя 

В"В', совпадающаго съ направлением» самой снль. Итакь вопросъ 

теперь зпачительно упрошенъ. Во лервыхъ, онъ приведенъ юъ оты- 
сканцо работы только одной впутренней сллы; по зторыхт, работа 
отыекивастся для такого перемфщеныт двухъ точект, при которомгъ 
только одыт точка перемфщаегся, а другая остаотея неподвижно“ 
наконещь, отыскиваетея работа только для такого неремфщевя, ко 
торое происходить по нанравленио внутренней снлы, т. е. по напра 
вленпо прямой, соеднняющей двВ точка опотемы. 

Пусть & п В па фиг. 174 изображоютъ начальныя положен 

двухь точекь нашей снетемы. Точка 4 сеть точка неподвижнал, а 
лочка В перемфщаетея и притошь не иначе, какь по ирямой АБ. 
Пусть нлирнаиврь точка Л послфдовательно приходать мь точки 

В’, В”, В" и тамъ дадЪе. 

Ю Ирин этомъ перемфщенти 

ввутренняя сила, дёй- 
ствующал на точку В 

извиняется въ завиеи- 
мости оть измёненя раз- 

стяшя АВ. Предета- 

| визгь законЪ этого изм] 
7’. нены графически. Пусть 

174 величина силы, дБй- 
ствующей надвижущую- 

ег точку, когда она находится въ В веть В8; отложихь эту вилу 
по перпендикулярт къ АР *). Когда точка перейдеть въ В’, то ве- 

личина еплы на нее дЪйствующей будеть ДВ'3', когда она перейдеть 

въ В" то величина силы будеть В"8”, н такъ далфе. Работа этой 
силы напримзуъ для перемвщенмя В'В” будеть измфрятьси ало 

талью В''В"}"; она — „оложительная, если перемщене идеть въ 

ту же сторону, какъ и сила, и--отрипательнал, если они идуть вь 

разныя стороны 
Тажь кагь точьа, двигаясь изъ В по прямой А.В, окончательно 

приходить въ свое начальное положеще--въ В, то слёдовательно, она 
иенремфвно пройдеть перемене 2'В” два раза: одинъ разъ-дви 

таясь оть 5 къ В”, другой разъ — двитаяеь обратно; оба раза ра- 

бота внутреннихь силъ будетъ численно одна и та же, но но знаку 
различна, такъ что сумма обЪихь работь будеть равна нулю. №0 же 
самое справедливо и для всфхъ друтихъ частей пути точки; вез онз 
оудутъ пройдены точкою по два раза при чемт направлеве ея дви- 

| 

+) Вь дЬЙствительности эта сила идеть по АВ 
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щен вь первый разь будеть противно направлению движеня вто- 
рого раза. ОлБдовательно, полная сумма работь внутренней силы отъ 

начальнаго положея точки до того моменту котда она опять при 
деть въ это положеве, равпа нулю. - 

Это, очевидно. справедливо и для того случая, когда, точекъ нс двБ 
а больте. Олфдовательно, доказанное положене справедливо для вся 

кой системы точекъ. 

Такнмь образомъ, работа внутреянилхъ силт въ теченте про 
мекутка времени, по прошеств]и котораго точки тзла при 
ходят въ первопачальное положеи1е, равна пулю, а слдо 
вательно, для такихъ персм5щев!й приращен!е живой сплы всего тёлу 

будеть равняться только работф внфшнихь вилЪ. 

Отеода заключаемь: если вырии!я силы на систему точекъ нс 
дБйствують, то живая сила систезия при возвраащени ея въ пер 
доначальное положеве приметь прежнее значен!е. 

$ 295. Выводь условй равновфая сназ, приложенныхь къ твердому 
чВлу а основаши закова живыхь силъ. Начало возножныхь перенф- 
щен. . 

Пусть спелема сил, приложенныхь къ твердому тблу, удовле- 
творяетъ услошямъ сохранен движеыя дентра инерщи (у-не 143 

$204, те в шв 
У =0 У: 

Пусть затфмь тфло, находившееся въ покоф, при дЪйетвьи вакой 

либо другой спетемы силъ совершить поступательное перемфщежще 45 

Работа разсматриваемой вами (первой) сиетемы силъ при этомъ пе 

ремвщен!и будеть равна (8 992) 

АГ 4 У В, (В, ) 075 

тд И, равнодъйствующая вныинихь сить припоженныхь къ 

калой-либо точк® тфла. 

Такт, какъ сумма проскы]й всвхъ енлъ данной системы согласно 

предположенио, на любое направлене равна нулю, т. е. 

В, ес (В, 48) =0 

то будеть равна нулю и расота, произведенная этими силами, опре 

дфляемая выражешемт (175). Отсюда мы заключаемтъ, Что силы эти 
не мотуть сообщить тёлу какого-либо поступательнаго перем щен я 

Въ самомь дВлЪ, равнодфйствующая возхъ силъ (внутреннихъ и 

эафшнихь) приложенкыхь къ каждой точкЪ тьла, стремится пере 
двинуть ее по своему направленно; слфдовательно, работа этой емлы 
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будеть во всяком случа положительной. Таковыг будуть работы 

вефхъ епль, дЗйетвующихь на тёло, а значить сумма этихь работъ 

будеть во венкомъ случай больше пуля; но таюъ каюъ работа вну- 

тренинхь сплъвъ твердомъ тёлф веегда будеть пулемъ ($ 143), то 

должна быть больше пуля сумма работь вашитуъ снлъ, а мы только 
что вывели, что она равна нулю; слздовательно, разематриваемая сн- 
стема силь при соблюденйт занвыхь условй (168, 5 216), ие мо 
жеть сообщить тЪлу поступалельнахо перемщеня. 

Бели та же спетема силъ удовлетворяет еще второму условию 
(163, $ 217), по которому сумма момептовь еплъ этой системы отно 

сптельяо каждой изъ трехъ взапмноцериендикулирныхь осей равна 
нулю, то такая сйетема сить ле сообщить тфлу и вратцен. ДЪЙ- 

ствительно, работа ирн вращении тВла около данной оси выражаетея 

такл, (уравневе 178): В 
ле \ м, 

Но по условно сумма моментов взятой спетемы снлъ равна нулю, 

слБдовательно, отъ этой спстемы вращен!я тёла ожидать нельзя. 

Такъ какъ всякое движен!е твердаго тёла приводится въ общемь 
елучав къ совокупцости поступая и вращенёя, то если даннан си- 
етема внфинихъ силъ, прилощенвыхь къ тБлу, не можеть сооблить 
поелёднему ни поетупамн, ни вращены, ова не можеть пзмЬнить 
востоямя тЪла, а слБдавательно, силы этой енстемы ваходляея вы 

равнов%с1и. Лля этого онф должны удовиетворять. какъ только что 

было показано, усломямъь равновфеш, выражаехымъ найденными выше 
уравневями равновЪеш (164 и 165) 

Оба отн уравпеша были въ настоящемъ случа получены изь 

общаго выражен закона живыхъ смлъ для твердаго тёла примфне 
щемъ его поелфдовательно къ ноступаню и враленио, в похому 
уравнен1е живыхъ силъ въ томъ случа, когда сумма работь внЪш- 

нихь сплъ, приложенныхь къ твердому тВлу, для всВхЪ возможныхь 
перем щей равиа нулю, выражаеть собою общее услове равновфая 

такихь силъ 
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Законъ сохраненя энерги 

$ 226. Выводь закона сохраненя эверги 
Закону, живыхъ силу» въ прнифнеши къ еистем® матерьяльныхь 

тотект, какъ было найдено выражается су образомъ: 

дж 

тдв 7. обозначаеть работу выфшнихь снлъ, приложенныхъ ит ва 
кой-либо точкВ слетемы, а Т,— работу силъ ввутреннихь, при чехь 
суммироваше распространяется по вом точкахь системы, 

Допустимъ. что на разсматриваемую нами систему точекъь ваБ- 
шия силы не дуйетвуютъ. Въ такомъ случа 

Эт =0 
и законт живыхь силъ для спстемы, подверженной тольго внутрен 
нимъ силамь прюбрфтаетъ. слБдующую форму 

Каждом) состояншю спетемы отвёчасть опредфленная живая спла 
могущая измняться, вообще говоря, въ ту или другую сторону. Эта 
жнвая сила для вфкотораго положен системы точекъ будеть имёть 

наибольтую зеличину. 

Такое положеше мощегь быть впрочемь вполнй условным; тызь напр. 
при педешл тяжелого тёла но землю онорость его, ® сибдовалельно, м живая 
сша поотецёнио возрастиють по мЬрь приближен нь земаф. сли бы тло 
могло продолниить дипгачься по отвбевой лини и иже земной поверхиоств. 
то скорость его, а такяе жизля спли продолжали бы постепевно ‘ноарастоть, 
ЗГы можень однако влить зи полошеше тфиа, в которомь оно будеть обла- 
даль очрбольшей живой оплой, полошен!е сго на земной поверхности въ том 
случай, если дольш шее движеше тёла мы въ даниомь вопрос разсматри- 
вать но будемь. 

Примемъ для ооозначентя скоростей частиць тБла вь положения, 

отвъчмотдемь наибольшой живой сил, букву Г; сумма работь вну- 
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треннцхъ ецльъ системы (%1,) при переходв ся изъ нЪкотораго по- 

ложенш, которому будуть в зовать скорости в,, Вь положе- 

вм, которому будуть соотвФтетвовать скорости Г, найдется при ио- 

мощи приведеннаго уравнены, а именно: 

и 
з 

ть 

Гакимъ же образомь ири переход слетемы изъ какого либо друтогт 

положен!я {т.) въ положене макенмальной живой сллы работа вну 

тренипхъ снлъ будеть разна 

ще 
—) р 

итд 
Изъь этихъ уравнений получаем 

Отсюда имжемъ. 

Ху ие 

= 

т. е. для веякато ноложешя снетемы хочекь, ва которую дЪйсевуютт 
только внутренн(и силы, суума жзой силы и работы внутренних» 

силь, требующейся для перевода еиетезты въ положен, которому в0- 
отвётотвуеть паибольитая живая сила, есть величина постоянная. 

Работа внутреннихь силъ и Живая сила дополняють другь друг 
при чемъ, если мы предположимъ систему Въ томъ положен!и, когда, 

скорости воть точект, равны вулю, то работа, которую должны 
затратить внутренн!я силы для приведевя системы въ положене 7. 

будетъ наибольней, работа эта будеть расходоваться по мВрЁ того, 

какъ система приближается къ положению (Г), превращаясь въ жи- 
вую силу. Такимъ образом ванбольшая живая сила предетавляеть 
собою мфру израсходованной внутренними снлами работы при пере- 
ходв сиотемы оть положешя, гдВ живая сина равна нулю къ поло- 
женою съ нанбольшей живой силой. Разности ве: 

( лир зв кл т? х-х 
выражають в количества визой силы, которыя точки системы должнит 
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получить для перехода въ положен (ТГ), при чемъ количества эти 
будуть доставиены ‘за счеть работы внутреннихь силъ. Но такъ 
как рени!н вилы предетавляють собою силы взанмодфйствя 

между точками виетемы, то сама система доляита быть въ соетоя- 
ни израсходовать эту работу, ннаме говоря, она должна обладал 
способностью произвести эту работу, имфть въ запаеВ это количе 
ство работы. 

Мы видимъ такимь образомь, что вся разница между живой сп 
лой снехемы и работой внутренинхь силь, или какъ можно теперь 
схазать, запасомъ работы внутреннихь силъ, соотв тствую- 

шими опредфленному положено системы точекь, состоить только 
въ томь, что живая сила есть раоота, уже совершенная силами, 
израсходованная ими; запасъ же работы есть работа, которую вну- 
треннйя силы въ состояши (соотвфтетвевно данному положению си- 
стемы) или которую он должны израсходовать для перевода точекъ 
снетемы въ положен, отвёчающее наибольлей живой сил®. 

Нтакъ, по существу дфла жизал сила и запасъ работы однородны 
между собот; первая есть работа уже израсходованная, вторая—ю- 
тущая быть израсходовавной, при чемъ при расходовани и будеть 
происходить преобразоваяе ея въ живую снлу. Велбденые эхото 

обфимъ величинамъ вполнф умфетно придать одно общее наимено- 

зан1е. Называя способность тёла произвести работу энерт!ей, гово- 

рятч, что въ каждомъ положени система точекъ, обладая живой 

силой, обладаеть вмфст6 съ т6мъ энерг1ей движен|я или кине- 

тической энергей (дЪйствительной, дЪйствующей) и сверхъ того 

иметь запаеъ работы внутреннихь енль, могуш] развить опредЪ- 

ленное количество кпнетической энерми. Этоть запась работы на- 
зывають энерт1ей положення или потеншальной энермей 

(возможной, запасной). Сумму же энерши кинетической и потенщаль 

ной называютъ полной энерг!сй енетемы. Обозначая ихъ с00т 

в}тотвенно буквами К, Ни 9, можемь законъ сохранен!я энер- 
ти выразить въ слёдующемъ общемъ видЪ: 

Ж-Н=д= бля (176} 

Нтакъ, полная эверг!я системы. находящейся подъ двй 

ствемъ только внутреннихь силъ остается постоянной 
лри движени системы, совершающемся подъ дъйствемъ внутрен 
нихъ силъ, происходить только преобразован]е энерии 

Пояспимь на примврахъ справедливость закона сохраненя энерии 

$ 221. Матерьяльняя точка, предоставленная самой себб. ̀  

Такая точка, имфя опредфленную начальную скорость п сохра- 

ян ее будетъ двигаться прямолинейно и равномёрно; сл довятельно 
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п живая сила плы кинетическая эпергёг ея равная позлюй энергт 
точки, будеть оставальея постоянной 

$ 228. Надене чль, 

Положимь, что имбемь тьло вЪебмь р, паходитщеесия на нЪкото- 
ромъ удалеши #, оть поверхности земли (фиг. 175). Между тфломъ 

и землей сущестпують ввутрений енлы иритяженя. величина кото- 
рыхъ въ паждос меновене дзмфряотея вфсомь тВла п котормя под 

чиняются закону Ныотона, т ев. вилы зи обратно пропортональны 

квадратамъ разеголшй межя 

а ломь и центромь земного лтара 
1 ^ На ввиду того, ито удален1е "бла 

оть центра земли сравпительно 
съ величиной самыхъ перемЫще- 

НЙ очень велпко, мы величицы. 

ь этих» стать, т. ©, Вер бла, 

можем, спитать постояиными. 
Сверхъ тото желая повфрить за- 
хонъ сохранешя янергиг въ слу- 
ча падешя тьль и прижфвяя 

то къ систем, состоящей изъ 

ладающаго тбла н земли, мы, 
разематривая перемфщене т®ла 

относительно зехли, можем сели- 
2 тать послднюю неподвижной *), 

а а въ такомь назгь доста- 
точно будеть вычиелить лишь 

работу силы, приложепной къ 

11> тБлу, т. в. работу вЪеа его. 

Итакъ пусть т5ло, ваходив 

шоеся въ покоВ на растоящн Р, оть поверхности земли. прибли- 
жаехся къ ней ва разстояве №, т. е. проходить разстояше (№, — 1). 

Найдемь лолную янергю тЪла, (состоящую изъ кинотической—Ж 

и потенщальной—Л) для объихъ положер его. Въ начал» движе- 

я скорость тБлл равна нулю, л потому Е, =0- вт то же время 

ПШ 
Въ положени нал разстояни 4 отт земли тозонтальная знермя 

ве Е: ,. 
1514 равнл р2й кинетическая же —5- ТАБ г сель скорость. соотв 

*) Въ самомь дЬлЁ, сели элементарных перемен твла п земли будуть е00т- 

вътеувенно А,я п А, то работы, совершенвыя силами, къ нымъ приложевныхи и 
равиыми между собою, будуть раза но вАся, Сумма рабо силь Тала р (А чч- А 
или рАз, ГА Аз первябщев!е тёла относительно земаи. 
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ствующан высоть (/,—й) н потому равная ($ 102) 

ИмЪемь слдовательни: 

Ж- = ВП 

9 еж 29 %— ) ной == — Г) НИ = 

л. ©. полнан эпермя тБла остаетеч постоляной. 
Це трудно повфрить законъ сохрапени энерги вь слёдующихь 

случаяхь: 
1. ТЬяо движетем внизь съ нфкоторой начальной скоростью 

2. "Рьло брошено вверхь со скоростью $.. 

3. Твло брошено наклонно къ торизонту. 

3 229. Движеше тёла по наклонной плоскости. 
Въ данномъ случа разсиатриваемая снстема опить состонть изъ 

земли п тВла, Но тбло кромБ вфса подвержено еше редки наклон- 
ной плоскости. "Гакъь какъ реающя эта веегда перпендикулярна къ 

направление движешя тёла, то работа ея равна нузию. Остается, елВ 

довательно, п прежнему разематривать только работу веса. А вь 

отношени этой сеялы мы знаемъ, что какЪ бы тБло ни двигалось. 

работа силы тяжести равпа произведенио вфеа тВла на понпжене 
(вертивальнос) пентро тяжести тБла ($ 164), а потому приходимь къ 

разсмотрьнному выше случаю свободнато падент тфла, когда законъ 
сахраненя энергш оказалея еправечливымь. 

$ 230. Вселенная. 
Если разсматриваемая вами снетема оонбмаетъь весь маръ, то 

зъ ней существують только внутреня силы, а потому въ этомь 

случав законъ сохранемя энерн находить прим®нене. Мы мо 

жемь сказать, что количество энерши вселенной остается постояк 
нымь. Ве явления, совершающияея въ природ, представлять только 

перехощь эверги изъ одного мФета въ другое или изъ одного вида 
нъ другой: изъ потеншальной въ кинетическую или наоборохъ. Энер- 

пя, какт и вешество, не творится въ м вновь и не пропадаетъ 

$ 231. Принфнене закона сохранения знеруи къ рёшенцю ифкото 
рыхъ вопросов 

1. Примфвяя законъ сохраневя энертш, не трудно показать, что 
вкорость тБла, брошеннаго вверхъ, при возвращен его въ точку 
бросан!я должна быть равва начальной 

2. Не трудно найти скорость маятника, освовываясь при этомь 
ка закон сохранешя энерги. Тяжелал точка маятвика находится 
подъ дейстыемь двухъ снлъ: снлы тяжести п натяжевя вити во 
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работа послЪдией, какъ направленной пернендикулярно къ перем8- 
ню точки; всегда равна нулю, а потому остлется разсмотрть только 
работу в%са р точки (фиг. 176). 

Желн маятник ириходнть въ движен!е пзь точки А, не имя 
начальной скороетн, то живан сила его въ ток Б будегь рави\ 

работ вВеа его, те. 
9 
п 

} =и9 4 

откуда 

И. м 

но 

в =а0— 50, 

аб = 06 — ба =! — 16088 

$06=06 =: -105 
6 — 1005ф —— Геза — 1 (608ф — сова}, 

з потому подобно найденному въ $ 180 

2, = 1391 (е052—в05а ) 

176 3. Такъ какъ количество потеншальной 

энергии, заключающейся въ тблф, завиепть 

отъ ето превышеня надъ данной горизонтальной плоскостью, то на 
основанит закона сохранея эпергт пе трудпо показатг, въ какомъ 
отношеши будуть находиться усилмя, движуция тяжелое тфло по 
вертикали и по наклонной плоскости безь трешя ($ 181) 

$ 239. Кзжущё<ся противорфя закону сохранен энерми 
И»5которыя явлевя, ветрёчающйяея въ природф, кажутся проти 

ворЪчащими закону сохраненя эверми; однако каждый разь не 

трудно убфдиться въ томъ, что противорЪя эти только кажупияся 

и что наобороть онф позволяють дахь закону этолу болфе обширное 

примБнен!е н боле широкое толковане. 

Для пояснешя сказаннаго приведемт нЪсколько примфровъ 1 за 
тЪмъ постараемся объяснить ихъ. 

1. Пусть имфемъ ось съ маховымъ колесомь, врущаюль юся въ 
подиипнякахт. Сообщимъ колесу нВкоторую скорость и затВыъ пре- 
доставимь его самому себЪ. По прошествии ифкотораго времени ко- 
лесо остановится всяфдетве тремя, какъ обыкиовенио говорять 
При этомь ве части нашей сиешемы будуть находиться въ тозгь о 
самомь положенш, какъ въ то мтновек!е, когда система была пре“ 
доставлена самой себЪ; слБдовательно, работа внутреннихь силь для 

равомотрённаго пемода равна нулю’ работа виЪшяихь силъ ташже 
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равня нулю, а иотому живан сила системы должна быть та же, 
что и рь начал порода. Между тёмъ ось остановилась и живая 

внла равна нулю. 
2. Поставимь тяжелую повозку на торизонтальную плоскость и 

лередвинемь ее по плоскостя на нЪкоторую длину $; окажется, что 
для этого надо употребить извфетное среднее уснпе Р и произвести 

работу Рз. Въ окончательномъ положен повозки розетоявя частищъ 

ся оть плоскости, а таюже оть центре земли тВ же, что и въ на 
чалЪ, поэтому работа внутреннихъь снлъ для полнаго перемфще 
я повозки равна нулю. Работа ваЪитнихь силЪ, равная Фз, доижна. 

битла бы увеличить живую силу повозки; между тёмъ оказывается 

чо повозка стоить неподвижно; олбдовательяо, пробрётенная ею 
живая сила равна нулю. 

3. Камень, опущенный съ нфкоторой высоты и упавиий на землю, 

терлеть свою скорость, а съ этимь и всю кинетическую знерею, 
пробрьтенную во время надевя за счегь энерйи потенщальной. 

'Гакимь образомъ и злЪсь наблюдается исчевновеве живой силы 

подобно предыдущимь прамврамъ. 

8 283. Объяснене кажущихея нарушен закона вохранеюя энерми 
Теллота—видъ энерми. Механичеснй эквивалент теплоты 

При болфе внимательномь раземотрЬн оказывается, что ви 

димое исчезновеше живой силы сопровождается повышешемъ тем 
пературы твлъ, прекратившихь свое движене, и слфдовательно 
выдвлевемъ чела. 

Опыты, произведенные Ткоулемь, показали, что количество вы- 

дБллющатося при этомъ тепла пропоршонально потерв живой 

силы. Подобное обстоятельство и заставляеть сдфлать выводъ, что 
въ приведенныхь примёрахь энерМя не исчезаеть а только при 
нимаеть другую форму; происходить превращен!е энерйи видимаго 

цвиженя въ энермю тепловую, энергию движен невидимыхь, въ 

колебательную энергю молекуль Слёдовательно если мы тфлу со 

общаемь изЗВЪотное количество тепла, то этимь мы увеличиваемъ 
скорость тепловыхь Движевш, что обнаруживлется повышешемь 
температуры. 

Упомянутые опыты, позволили опредфлить соотвошене между 

кохичествами  затрачиваемой живой силы или работы и полу 

чаемой взамшьнт ея теплоты, а именно, для того чтобы полу- 
чить количество теплоты, необходимое для натр5ваюя одного кило- 
трама воды на 1°Ц или одну калорню, нужно затратить 428 вгр м 

работы. 

Количество это называелся меланичесьимъ эквивалентомъ 
хеитоты. 

С. Гаддизя, Осиовы механики. 25 
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$ 234. Обобщение закока сохраневя энерги. 
Накъ мы видЪли изъ изложениаго въ настодщей главЪ, законь 

вохранешя энерыи можеть быть выведенъ теоретически для систомъ 
точекъ, подверженныхь дЪйствио внутреннихъ силъ, & закже какт 

это будеть показано далфе, для снлъ потенщальныхь. 

Но этимь кругь примфнешя закона сохраношя энерми не огра 

ничиваетея; его раепроетравяютъ и ка друмя явлеШя природы, при 
чемъ эквивалентность различныхь видовъ энерми находить уже 
опыхное подтвержден. Опытами устанавливаются воотпошеня мечхду 
разиичиыми видами знергт, опредфляюния количество знорги дан- 
наго рода, эквивалентное энергии другото рода. Справедливость по- 
добнаго взгляда подтверждается совпадешемь возхь вызодовъ, сдф- 
ланныхь на основаыш такяхъ предположенй, съ дЪйотвятельными 
явлешями окружающей жизни 

Велфдетве сказаннаго закоть сохраневня энеруи нь самой общем 

форм можеть быть высказанъ такъ: количество энерт1и во вов хъ 

ся видахъ, взятое въ совокупкости, въ м!р® постоянно. 
Явлешя окружающато зйра, разематриваемыя сь этой точки зрЪ 

ная, сводятся въ слфдующизмь двумь видамъ: 
1. Переходу знерти опренфленнаго рода изъ одного мфетл въ 

другое (лвижене пли течене энерйи} и 

2. превращению одной эзнерми въ другую. 

Прп этомъ переходъ п препрашоне могутъ происходить одно 
зременно *). 

$ #85. Регреитит шофИе, 
Идея регрениии шофЦе (вЪчное движение) соетонть въ поетроент 

гакото мехавизма, который могъ бы вфчно доставлять работу, пе 

требуя въ то же время для своего движевя соотвфтотвующихъ за 
лрать энерги извнЪ. Припоминая найденное выше уравнене ($ 291) 

Кл т? и, - 

т=У 175 
мы видимь, что получеше работы оть данной системы возможно 
лишь при соотвфтетвенномъ уменьшен ея живой силы. При усло 

зи дЪйствовать вБчно въ системв точекь должно заключаться без 

} Дальнбйшия совбдыия по залровутому зопросу, слатающиея въ настоящее 
время къ особую науку, извъетную подь пазвашемь опертетики, можно найти 

вЪ сабдующихь сочинешяхь: 

У. Озбуа. Зафеп 20г ЮпегаеыК. 1892. 
©. Нешв. 11е Гейге уоп 4ег Гоегае, 1887. 

В. Лебодински. Элементарное учешо объ онореш. Сиб. 1904. 
С. Баддниь. Энергетичесй токъ п его приложены. Инжоперны{ журнал 

1909 г. 
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ковечнобольнтое количество живой сины. Указанное рёшеве вопроса 

представляется, очевидно, неосуществимыхь. Машина могла бы отда- 
вать зъ видЪ работы потепщальную энертно своихъ частей, но такой 
энерии въ ней также должно было бы быть безколечнобольшое 

количество. 

Различные механизмы, долженствовавиле осуществить идею ре 
ремици шмоъйе, представляють системы съ перодическимь возвра 
щеншемъ своихъ частей въ начальное состоян!е по совершенйт одного 
нерода или цикла. Но легко видЬть, что такая система въ лучшезь 
елучав совемъ не доетавить работы, тажъь какъ при возвращени 

въ первоначальное ноложене живая сила ея получить и первона- 
тальное значене, а слФдовательно разность живыхь снлъ, которая 
должна была бы выразиться въ вид доставляемой машиною работы, 
будеть пулемтъ. Нели жо мы примемъ во вниман!е то, что дЪйстви- 
чельныя машины, даже не доставляя совеБмь полезной энергш, тре- 
бутютъ затраты ея въ той или другой формЪ для возыБщеня знерми 

велфистве присутотя зъ машинахь таць называемыхь вредвыхъ 
сопротивлея\, каковы треня разнаго рода, сопротивлее воздуха, 
удары и т. п. то мы придемь къ выводу о невозможности осу- 
ществленя регрейпий шофПе яр основномь услови отсутствя за 

трать энери для достижея этой пфли; возможноёть же устройства, 

разематриваемаго механизма явилась бы оп] овержен!езт закона со 

храненя энерми 

$ 286. Роль нашяиъ въ преобразовании и передач эдерии 
Все изложенное выше приводить насъ къ заключению, что раз- 

личнаго рода малины, употребляемыя въ техническихь производ- 
твахь, нли только преобразуютъ энерго изъ одного вида въ дру- 
той, или пероифщають (лередають) ее изъ одного мета въ друтое; 
при этомъ указанный процесъ совершается такимъ образомъ, что 
зъ результатв преобразовамя мы располагаемь лишь чаетью того 
количества энерюи, которое нами было израсходовано для дёйстия 

данной машины. Ращональность происходящихь при преобразован 
п нередачВ энергии безполезныхь затратъ послВлней обусловливается 
соображенями, уже выходящими за рамен теоретнчеекой механики 
и составляющими ирецыеть наукъ экономическихъ; изучене же 
<редствъ, позволяющихь тфыъ или другиагь способомь наиболВе вы- 

тодно осуществлять указанныя преобразоване и передачу эверби 

зходитЪ въ кругъ различныхь отдбловь прикладной механики 

$ 987. Задачи. 
1. Тёно вЪеомъ 20 кгр. брошено вверхъ 0 скоростью 40 м./сек. 

Повфрить законъ сохрановя энерши для полной высоты подъема 
золовяны ея и точки бросая? 

92% 
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2, Сколько ьтр м работы можеть оБйь получено при затрать 
100 калори? 

8. Найти чиежа ктр. м. работы, которая доставить машина, нмёю- 

щая коейяименть полезнато дВйстыя 0,6, ири затрат 90 калори 

+, Въ паровохь котлв сжигать въ часъ 30 ктр. угли съ тепло 
творной способностью 7000 кал. **). Найти чиело лошадиных силъ, 

которое доставляеть паровая машина, если коефищенты полезнаго 
дЪйстыя котла и машины соотвётетвенно равны: 0,7 нп 0,1? 

Рьшен!я задачь 

1. би. $ 998. 
2. 493. 100 —= 49800 вгр м 

3. 90 498.05 33118. 

4. Количество тепловой знерии, получаемой машиной вь Часъ 

равно: 30.7000 . 0,7 кал. Количество полезной энерыи, доетавняемое 

згашиной въ част, соетавляеть 80.7000 .0,7. 01.498 ктр. м. То ме 

количество энерми въ секунду или мощность малины въ ктр м./сек 
будеть равпа: 

30 7000.07 01 428 _ о = 

- в о 30.7000 ОТ бл. 478 ом силь 

=) Косфишентомь полезнаго дфйстя машины называлоть отиошене между по- 

зезной мошвостью, развиваемой нашилой, п можшостью, леобходимой для дебств 
запшвы. При постолвотвй обфихь мощностей можно брать отвошеше ме: 
втетвующими воличествами энортйз. 

**) Теплотворной способноетью товлива паз. количество едини ъ тенлоты (кало 

р#), развиваемое при совершенном» сжогани 1 вр. топлила. 
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Центральныя силы и силовыя поля 

$ 288, Поняме © центральныхь склахъ 
Лодъ именемъ центральных силъ разумють силы, сообщаю 

ия матерьяльной точеВ, къ которой он приложены, ускореня, на 

правленныя черезъ опредвленную точку въ пространств, называе- 
мую центромъ еилъ, при чемъ величины ускоревй суть фунюши 

разстоявйй матерьяльной точки отъ центра. Таковы напр. силы при- 
тяженя между матерьяльныйхи частицами, силы притяжешя пли от 
талкивавя между двумя матнитными или электрическими эгассазои. 

Каждая изъ силь, приложенныхь къ матерьяльной точеф, можеть 

имЬть свой центръ при чемъ величина силы выражается прямоли 
нейнымь отрЪзкомь соотвётетвующей длины, направленкымь по 
прямой, проходящей черезь разематриваемую точку и центръ дан 
ной силы. 

Мы разсмотримь первоначально тотъ случай дЪАств я централь 

ныхь силъ, когда ныБется один центр» силъ. 
Велкая сила, дьйотвующая на разематриваемую матерьяльную 

точку, выражаеть собою дЬйстве на нее какой либо другой матерьяль 

ной точки; такъ каюъ въ разбираемомъ нами случа мы предполо- 
жили, 90 силы, приложенвыя къ данной точкВ, проходять всегда 
черезъ опредфленный центръ, 10 остается представить себЪ, что въ 

лоелёднемь расположена н®которая масса и. Вели масеу движущейся 
точки обозначимь черозъ #’, то величина приложенной къ ней 
енлы №, вызываемой присутетыемь точен съ массой я, выражается 

такъ: 
Ее тт! Г), (177) 

т. е. сила эта, будучи функщей разстоявя, будеть въ то же время 

пропорщональна произведению масеъ обфихь точекь при чемь & — 

*) На основани зачала иротиводьйотья точно такон же величины епда будеть 
Айетвовать п на целтрь салъ и будеть стремиться перемфстить его, но нами вве 

лено предположете о ненодвижноети послёдняго 
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Цащей первой цфлью будеть вывести оощее выражен работы 

цевтральныхь енлъ, при чемъ дли упрошешя изложен! будемь раз- 
смалривать движене матерьяльной точки съ массой разной еодиницЪ, 

т. е. положимь и’ == 1, тогда величинй приложенной къ точкВ еплы 

будеть такова 
Ум т) (178) 

Выводимая ниже формула для опредзлены работы будетъ при- 

тодно н для точки, имфющей массу произвольной величины; поелёд- 
вю придется лишь внести множителемь каюъ въ выражен)е для 
ветичины центральныхь силъ, такъ и въ выражено для работы ихъ 

Т = 

$ #30 Работа центральныхь силъ при перенфщени точки по ка 

правлевю сить. 
Если цаяная точка, имфющая массу равную едичис\, въ начал 

разематриваемато перемщевня находится въ поко® или иметь око- 
роеть, направлен!е ко- 
торой проходвть че- 

резъ пентрь силъ, то 
пот дъйстыемь цей 

тральныхъсилъ точка 
будеть перемфщать- 

ся прямолинойно, при 
чемъ направлен ле- 

ремвщеня будеть ее 

впадать съ направле 
вемь силы, прило 
женной къ точи$. Ра- 
богу такой силы при 

перемщеви точки въ 
равотояня т, оть центра на разетояне » оть него мы найдемъ изъ 
общаго выражевя ($ 157): 

2 

: а 
р У Ры = р Уго м = ва пр У 76) м 79) 

т ° ". 

Гели бы зависимость (178) Р отъ ” была дана графически напр. 

кривою АВ (фиг. 177), то искомал работа при перемфщев!н точки 

въ разетояв ”, на разстоян!е г оть центра выразилась бы заштри 
хованною илощадью $ 157). 

$ 240 Работа центральныхь силь при произвольноиь перемфщени 
точая 

Пусть точка съ млесой, равпой одинииВ, находящаяся въ А пе 

ремфщается на конечное разстояве по какой либо кривой (вообще 
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ховоря двоякой кривизны} въ положен В (фиг. 178}; О — пентръ 
силъ. Криволинейный путь подъ дёйстьемь центральныхь сил 

точка одитогь въ томь случаВ, когда она, находясь въ А, обла- 
даеть нзкоторой скоростью, не совпадающей по направленно съ ли 

ней ОЛ. Видь кривой АВ будетъ при этомъ зависВть какъ отъ вели- 

чины в направлен! скорости, такъ и отъ вида той функ, кото- 
рой выражалотся центральныя силы въ зависимости оть разстояшя 
точки до дентра. 

Фазложимь перемфщене 4.8 на +, элементарныхь перемёщевй 

Ча, 86, В6... на столько малыхь чтобы ихъ можно было считать 

прямолинойльми, ве- 
личинку же централь- 
ной силы на протя- 

звенш каждато изъ 
нихъ постоявной. Вы- 

чпелныь  эломентар- 
кую работу централь- 

`ныхь силь на про- 

тяжени первато изъ 
этихь  перемфщен!й, 

предполагая, что силы 
взанмодьйствя между 

движущейся точкой и 
центромь суть вилы 
притяженя. 

Соедянимъ 10чк} А съ пентромъ радлальной прямой 40 и про 

ведемъ черезъ точки {и а шаровыя поверхности, съ которыми 
лия 40 пересЪчетел въ течкахь А и а,. Дъуйствительное перемв 

щеке точки Де можеть быть разложено на два составляющихь пе- 
рембщеюя: Аа, по направлению силы, приложенной къ точкЪ, когда 

она находится въ А, и а.а-_совпадающее съ шаровой поверхностью 
проведенной черезъ а; посифднее перемБщене, которому мы можемъ 

придать тотъ или друтой вид, проще веего можеть быть предста 
влено дугою большого круга, проходящаго черезъ точки а, и а. 

Въ 5 162 было доказано, что работа какой либо силы при со 

егавномгь перембщени точки равна сумы работь той же силы при 

перем щеняхъ составляющихь. Въ данномь случа, обозначая ра- 

боту при перемфщеюи точки изь А въ а черезъ А,Т’а силу че 
резъ №, лолучамъ: 

А,Т-==Е Аасоз (Г, Аа) =Г, Ша, 008 (Г, Аа,) = Г аа с08(1 в.а} 

Въ этомъ выражеши 
605 (№, Аа) =1 
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такъ кабъ нчиравлене силы совнадаеть съ даправлошемъ перем 
щевш *) 1 

608 (Г, ва) = 0, 

такь какт енла, будучи направлена по радфусу даннато нара, бу- 
деть всегда перпендикулярна къ поверхности его въ любой точкЪ, 
а слдовательно, будсть перпендикулярна п къ пути переминетя 
въ каждой точь послбдияго. Ш такъ ваходимъ- 

АТР ча. 
Подобнымь ае образом пля остальныхь элемоптарныхь перемще 
ий найдемь: 

А = 
ат 

‚>. 6 — №, аа, 

№ О, аа, 

Нан обозначая элементи А,а, ва», аа, .., на которые подраз- 

двляется отрёзокъ радуеа проведеннато черезъ начальную точку 
перемвщен!я, соотвЪтственно черезъ А;”, Ал, Ал... А”, будемь имЪтк; 

Суммируя элемептарныя работы и беря предфль суммы при под 
ведеши вебхь элемеятовь разетоян1я къ нулю, вайдемь рабогу цев 
тральныхь ситъ при конечномъ перемфщент массы ло 4. 

Ра = пр У АТ = пр у Г“ 
ы г 

или, вводя выфото Г величину сн въ фунюши оть * (178) потучимъ: 
В 

2. = пр УГ м = т вр У ба» (130) 
- 

Изъ этоло выражетя видимъ, что ло ьлкой оы кривой не перем 
щалаеь точка , но если начальное и конечное разетоявя ея оть 
центра будуть въ различныхь перемвщеняхь 4, 4.В,,... (фиг. 178) 
между собою соотвВтетвенно раввы работа пентральныхь силъ бу 

деть одна и та же. Итакъ, работа дентральныхъ силь не зави 
слтъ отъ вида и длины пути перомфщающейся точки а 
только отъ начальнаго п конечнаго разетоян1й ея оть 
центра силъ. 

> Вь случаВ сить отталиввазельныхь косбнусь равнялея 66 1 



]1 ХХУН. ЦьатрРалЬНыЯ еиты и впловыя ноля 345 

работи ота тать 20, кали п веякая другая работа, для даннаго разстояядя 
пе зависть оть скорости, массы, времейл перемфщеня л т. д. 

$ 241 Частные случаи работы центральныхь силь Поверхности 
уровня. 

Изь доказанной теоремы непосредственно вытеклеть слёдующее: 
ели разетолйя движущейся точки оть центра въ началВ и кони 

перемвщеня между собою равны или если въ частномь случа$ точка 

возвращаетея въ конц разематриваемаго промежутка времени въ 

напальное положен, то работа силъ будеть равна нулю. 

Гочно такъ же работа булетъ нулемъ, если точка, перемфщаясь 

остается ва одиомъ и томъ же разетоянш оть центра, т. е, перемв 
щен! совершается по шаровой поверхности, имфющей центре въ 

центр емлъ. 

Въ послфднемь случай всявая элементарная работа центральвыхмь 
иль будеть равна нулю, таыь какъ направлен силы и перем®- 
меня взаимноперпендикулярны. Въ любой точкЪ пространства, окру- 

лемощахо центръ, центральная сила будеть направлена по нормали 
къ шаровой поверхности проходящей черезъ взятую точку Велд- 

сте такого свойства тнаровымъ поверхностямъ при условии растпо- 

ложешя въ центрз ихь дёйствующей массы (центра силъ) присваи- 

вають назваше поверхностей уровня по аналоми съ какой либо 

покоющейся жидкостью, поверхность которой всегда нормальна нъ 
нлиравленио силы тяжести. 

$ 212. Работа центральныхе силь при двухь или нфеколькихь 
центрахъ, 

Еели разсматриваемоя точка находится подъ дЪйствемъ пентраль 
ныхь силь, производимыхь двумя илн нфзоколькнми центрами, хо ра 
боту такихъ силъ найдемъ слёдующимь образомъ;: Беря для простоты 

разсужден Й случай двухъ центровъ, обозначимъь начальныя и ко 
нечных разстоян!я точки т отъ каждато изъ центровъ я’ и т" соот- 

втственно черезъ #’ ит", ^". Тогда искомая работа равна алтебри- 

ческой сумм работь Т'и Т", соверщенныхъ центральными силами, 

принадлежащими каждому пентру, т, е. 

Т-+Тт 
п выразится такъ 

ы кы 

“Л ч 
ТЕТ: =ю Улоь +в Угоь 

т 2" 

Если разстолвя отъ кажлаго изъ центровъ получать свон преж 
я значеня, то каждая изъ работь вь отдВльности будетъ равна 

нулю, а олфдовательно будеть равна нулю и еумма обфихь работь 
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Работа центральныхь силъ, ириложенцыхь къ разематраваемой 

точЕ®, какъ мы видфли, будетъ равна нулю и въ томь суча», вели 

разетояня ея оть хаждаго изъ центровъ остаются постоянными. Въ 
данномь случа это будеть тогда, когда точка перемфщается по к\ 
кой либо изъ окружностей (фиг. 179), имбющихь центрь на лиши, 

соединяющей центры оплъ п лежащей въ плоскости, перпендику- 
ларной къ этой лнщи. Не трудно усмотрть, что работа централь- 

ныхъ силь при произвольномъ перемвщени ло такой окрущноети 
будетъ равна нулю потому, что равнод®йствующая силъ, находясь 
въ плоскости, проходящей черезъ данные центры и поремьщалощуюся 

точку, будеть всегда перпендикулярна къ 
элементу пути, ониеываемому послдней. 

ФЗъ болбе общемь случа, когда мы 

имБемъ изеколько нентровъ видъ поверх 

п 

т] постей, при двпяюви по которым сумма 
7 о работь, производямыхъ центральными см- 
7 лами, будеть для любого перемфщеея равна, 

а нулю, будоть, вообше говоря, зависЪть 

какъ оть расположены центров, такь и 
отъ тБхь функцШ, которыми выражаются 
величины центральныхь силъ въ зависи 
мостн отъ разотолв: ихъ до каждаго изъ 

центровъ. При этомъ работа силъ для ло- 
оото пережВщеюня оудеть равна нулю, какъ указывалось, велёдотые 
верпендикулярности равнодёйствующей вофхь зиль, приложенныхь 
к движущейся точь, къ траектори ея, лежащей ла той и на другой 

поверхности. Поверхности эти такъ же, какъ и въ случа® одного 

центра, носять назван: поверхностей урозня 

|" 

179. 

$ 243. Свойства поверхностей уровия 
Поверхностямь уровня принадлежать слфдуюлия свойства: 
1. Равнодфйствующая пентральныхъ силъ, приложенныхь къ цви 

жущейся точкЪ, перпендикулярна въ поверхности уровня 
8. Работа центральныхь силъ при перемфщенйи точка по поверх 

ности уровня всетда равна нулю. 
3. Работа центральныхь силъ пря перем щен точки съ одной по 

верхноети уровня на другую будетъ всегда одна п та же независимо 
отъ вида пути, пройденнато точкой. Дйствительно, пусть данная точка, 

перемБщается съ одной поверхности уровня 5, на другую. поверх- 
ность &, по лини АВ (фиг. 180). Работа центральных силъ будетъ 

имфть извфетную величину въ зависимости отъ измВненя разстоя- 
ви точки до каждаго изъ центровъ. Предетавнуь себЪ теперь, что 
точка переходить изь А въ В совершая путь АСРВ Такъ как 
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начальное и коночное положен точки будуть соотвётетвенно тв 
же самыял, что и въ первомъ случаб, то работа центральныхъ 
енлъ буцеть нулемь ($ 940). Далфе мы виднымъ, что точка, пере- 

мБщанеь изь А въ С и изь В вь В, двихалаеь по поверхностям 

уровня, п потому работа центральныхь силъ быта при этомт рави“ 

нулю. 
Отсюда мы заклютаемъь что работа при перемфщен и точки съ 

одной поверхности уровня иа другую по ОД равняется работБ при 

перемёщен!и но АВ. То же 

самое можно доказать и для | Е 
всякато другого перемёщеня А 
а потому мы можемъ сказать 
что работа центральныхь силь 
при порез6щенйт точки съ од, 

вой поверхности уроввя на `В 5 
другую не зависитт оть пута 180 
персмфщеня и оть положе- 
в конечныхъ точекъ перемщен1я на поверхностяхь 

4. Поверхности уровня не могутъ пересзкатьея меду собою. ДЬй 

ствительно, если бы мы донустили возможность встрфчи поверх 

ностей уровня 9; и 5, напр. къ С (фиг 181), то могли бы пере 

ыфетить какую либо точку изъ 4 въВ по пути АСВ такъ, что ра- 

бота центральныхь силъ была бы нулемъ, такъ кажъ вся траенлойя 
лежала бы на поверхностяхъ урозвя. Но работа пря переходф точки 
съ одной поверхности 

уровня на другую ну- А 

демъ быть не можеть 

а иметь опредфленную а 

величину, слФдователь 
но, и поверхности уровня 
не могуть ветрёчатьея 181 

'Перейдемъ теперь къ 

разсмотрн1ю одного наиболфе часто вотрёчающагося въ приложе 

н1яхь частнаго случая дЪйетЕя центральныхь силъ, когда величины 

ихь измВняются обратно пропоршюнально квадратамъ разстояе!й двя 

жущейся точки отъ центра 

я 

$ 2а4. Центральныя силы, величикы которыхъ обратко пропорщю- 
нальны квадратань разетоля!й движущейся точки оть цевтра 

Величина центральной силы, приложенной къ движущейся точкё 

еъ массою ии, находнщейся на разетояви # оть центра, въ кото- 

ромъ сосредоточена масса м выражается въ разбираемол\мгть случае 
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сльдующимъ образомь 
зна 

Зафеь ®— коефитентъ пропоршональности, величина которало 

зависптъ отъ выбора единицы для измёретя силъ при данных» едп 

инцахь, служащихь для нзмёревя этлесъ и ралетолейй. 
При соотьфтетвенномь зыборБ масеъ можомь положнть #й == 

для чело въ абсолютной енстемВ агбръ за единицу маесы олФдуеть 

взять такую массу, которая въ ценной сред ст, разетояя въ одинъ 

савтиметръ притягиваеть другую равную сй млесу еъ силою въ одну 
дину, Тотда формула нробрзтаеть влдъ: 

= (180 

Палье при опредзлени работы центральныхь еилъ мы будем 

разсматривать перемфщеве точки млеел которой равил единицф 

т. е положлмь: 

и слБдоватстьно 
(182) 

Центральный силы, величивы которыхъ измфвзиотел обратно про 
портонально квадратамь разстояя между массами называются Н ь10- 

тововыми, такь какь Ныютонъ первый указалъ эту зависимость въ 
прилёневш къ спламъ прлтяжетя и формула его ныфла ВдЪ (189). 

Впослёдетыи Кулонъ (Соц]ои) распространил законъ Ныютона 

и на случай явлевй магвитизма и электричества прп чемъ ввелъ 
въ формулу коеффищевтъ #. 

Наблюдены покбзыноють, то силы взаимощьстый между матерьяльными 
точками кромё величин» посифдаихь п разстолшл между иныи завполть еще 
ш оть рода промежуточной среды, въ которой находител очки. Подоблый 
фанть зполп№ согласуется съ сопременлыми изглядами на сушлость дфйстия 
ошлз, по волорым» яБЙолие нь разогояше можеть передаваться тольно при 
помощи какой либо среды, являющейся связущимъ звеномли между малерьаль- 
ними точными. Можно шдти долёо п заное дьйсные приппенвать тоньхо при- 
сутотвНо той пли другой среды п иснать сиды везнмодфйстын ие въ самыхь 
твлахь, а въ средипахь. Одвако ввиду гого, что выводим наши отпосительно 
зааимодфйстия между тьлами пи въ чемь пе пострадзють, если мы будемь 
предполагать силы, припоженнымп ко санымь тВламъ, +0 мы и можемь со 
хранить ого въ своей слав. 

Выяше промежуточной среды пробрьгаеть особенио плж10е зизмеше 
въ явлешыях» олектричеспихь и могипупыхь. 

Ранфе опредфленя работы силъ, величины которыхъ измёняются 

обратно пропорщонально квудратамь разстояшй точки оть центра 
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сенль, приведемь невольно общихь опредвленй, относящихся тъ 

тажъ называсмему поло дВйствя силъ и линытиь сить, что облегчить 

намь виослфдоти формулированю дфлаемыхь выводовъ *). 

$ 2АБ. Поле сизь, Напряжене поля. 

слн мы нмфемъ точку съ массой ть, находящуюся гдВ лиоо въ 

пространств, то всякая другая матерьяльная точка т, будеть под 
вергаться дЪйствио со стороны первой, выражающемуся нзкоторой 

силой равной согллено внесенному предположенно 

анал, 

ТАБ г ---разетояве между точками 
Такое цЪИйстые проетирается и на всякую другую массу, помВ- 

щенную въ пространствв, окружающемъ точку т, волфдотые чего 
ему присванзаютъ назвате поля дфйств1я силъ или, короче, поля 
силт даннаго центра э. 

Такимь образомь всякая точка помфщенная въ томъ или дру 
томъ мВетВ поля будетъь подвержена изрфотной сил, направленной 

къ центру доля. Спрашивается, какъ опредфлить величнну такой 
силы для кажцой точки поля? 

ля этого вводятъ опредфлете о напряжени поля. Напряже 
вемъ поля въ данной точыБ его называють величину силы, 
съ которой центръ поля съ опредленной массой дЪйствуеть на ма 

терьяльную точку съ массой равной единиц, находящуюся въ точкё 

для которой опредфляется напряжене поля. 
Величина вапряжетя поля на оеновав!и такото опредёленя вы 

ражается слёнующимь образом: 

Н= (183) я 

Зная напряжено поля, мы найдешь всегда величину снлы Ё 

действующей на данную точку #., изъ формулы: 

эт, 
уз Р=т,Н = 

Если мы имфемъ одну точку т, производящую поле то поверх 
ности уровня въ немъ будемъ шаровыми поверхностями, при чемь 
напряжешя во воёхъ точкахъ одной поверхности будуть между собою 

) Объ опредёлешяхь этихь мы не гозорнаи выше при изложеши общаго слу 

тая работы центральныхь сизъ потому, что они пробрётають опещальное значене 

въ придожешихь при изучен дёйствия центральныхь Ныютоновыхь свзЪ (въ элек- 
тричествв п эгаснитозы$). 
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равны, направленит но радсагь зъ центру пли огь целтра поли; 

послфянее будеть въ зависимости оть того, чфмъ будуть силы взаи- 
молЪйствя между дадными точками: сплами призяжовя или ейлами 
о’ талкиваня. 

Изь выраиенйх (183) видно, что на безконечнобольномь разетол- 

ви напряжене подя равно нулю; на разстоящи оке равмомь нулю, 
наиряжен!е получаеть безконечнобольное значение. Пры изучения 

дБйстыя. централяьныхъ енлъ въ послфднимъ оботоятельствомь не 

приходитея однако имфть дЪла па практик, таюъ какъ всякая дъй- 

ствующая масса имфеть ибкоторыю копечные размбры п, слЪдова- 
тельно, другая какая либо масса будеть вестда находиться на конеч 
номъ удалении оть центра поля. 

При данномь цевтрЪ »*, обусловливающемь поле силь, напря 

вне поля въ общехль случаЪ будетъ только фунющей разетояня 

точки поля отъ цеятра, т. е. 

Н=з(. 

Если мы проведемь черезъ центръ поля три взаимноперпендику- 

лярныя оси Ох, Оу, 0=, то разетояне › точни оть центра можеть 
быть выражено посредствомь проекщй его по осямь 

ут. 

Такъ ъакъ проекщи оти въ то же время представляютъ собою 
координаты взятой точки относительно цеитра поля (начала коорди- 
вать), то нанряжене поля будеть функшей координать данной 

Точки. т. е. 

Н=о (и, 
или, накъ говорять короче, функл1ей точки 

$ 946. Если мы изъ центра поля проведемъ прямую линно неопредЪ- 

ленной длины, то всякая матерьяльная точка, помфщенная гдЪ либо 

на этой ливш, не имфющея намальвной скорости и предоставленная 
только дфйств!ю центральныхъ снлъ будеть двигатьея подъ дЪйстыемъ 

иль по направленно этой лин. Такую линно называютъ вило 

вой лин!ей, такт какь она выражаеть направлен снлъ, дЪйствую- 

зцихъ въ каждой точк% поля на помъщенную въ ней матерьяльную 
точку. Въ разсматриваемомъ случа$ лия эти, которыхъ изъ центра 
поля можно провести неограниченное чибло предотавляютел расхо- 
дящимися прямыми. Вр другихъ случаяхъ, о которыхъ мы скажемъ 
ниже, когда мы имфемъ поле, созданное двумя или большимъ чи- 
сломъ массъ, лиШи силъ полупають болфе сложный видъ. 

Какъ сказано, число лив!Й силъ, выходящихь изъ центра поля, 
ззожеть быть произвольно велико. Точно такъ же черозъ любую 
часть поверхности уровня или элементь ея можеть быть проведено 
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какое угодно чиело ляюй силъ. Чиело о однако отранитиваютъ 

приводя ето къ нкоторому опредфленному количеству, и пользуются 
имъ для выражевя напрящешя поля. въ данной точкВ его. а нменно: 

чиело лин силь, приходящихся на одинъ квадратный сантиметръ 
поверхности уроввя, окружающей данную точку, берутъ равнышмь на- 
прижению поля з'ь этой точк®, измБренному въ динахъ. Такимь обра- 

зозгь, если напряжеще поля въ какой либо точкЪ равно няти дянамъ, то 

черсзъ квадратный сантиметрт полерхностн уровня, проходящей черезъ 
эту точку, предполагають проходящими нять снловыхъ лин. 

Ца основан только что сказаннато силовыя лиш являются не 
прерывяо пронизывающими вее данное поле около даннаго центра. 
Въ самомл фи, согласно основному положено напряжене поля 

уменьшается прямо пропортонально квадратамь разстоявйй, и въ та 
кой же мЪрЪ увелнунваются величины поверхностей уровня. Такнагь 

образозгь, если мы предетавимь себЪ какой либо тблесный уголь 

имфюнЦй вершину въ центр поля, а ребра его направленными по 
радгусамь, и если внутри угла пзъ центра будуть выходить Ф лий 

силь, то части поверхностей уровяя, заключающихся внутри такого 
угла, будуть увелипиваться прямо пропорщонально квадратазь раз 
стоя оть цонтра, а слФдовательно, чиело ли силь, приходя 

щихся на одну квадратную единицу каждой изъ нихъ, будеть умень 
шаться въ томъ же отношени, т. е. въ той же степени въ какой 

умевьшаетея (ослабфваеть) напряжене даннаго поля. Полное же 

число лин силъ, проннзывающихъ часть произвольной поверхности 
уровня, заключающутюся внутри взятаго тБлеснаго угла съ вертиной 
въ центьЪ, будеть одно п то же. Чиело этихъ силъ называють пучкомъ 
силовых лин, Если обозначимь; пучокъ лин! Ф, величину вы 
рБзываемой угломь поверхности уроввя съ рад1усоль, равньнгь еди- 

ниц 5, то напряжене поля Ы въ какой либо точкВ его найдется 

изъ выраженя: 

$ 247. Работа цектральныхь Ньютоновыхь сить 
Найдемъ величину работы центральныхь силъ при перембщени 

матерьяльной точки съ массой равной единнив съ разстояны *, на 
разетоян!е т озъ центра по произвольной траектор!и. Беря точку съ 

массой, равной единиц, мы выфето силы Ё можемъ ввести вети- 

чину напряженя поля, такъ какъ 

(184) 

Видь трактор, какъ было показано не оказываеть зщяюя на 
лскомую величину работы. 
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Работа опрелфалется общилмь выраженель 

б == пр. У 

при чежь количество, стоящее подь знакомь суммы, предотавляоть 
элементорную работу нонтральныхь сяль. Займомея зычисленюзуь 
работы. Для этого равобьемъ перемене или проежмю его (^,—”) 
(фиг. 189) на рядь элементовь А;”, Ау’, Аг..., иа столько малыхъ, 

УВ АТ 

Ра 

152 

чтобы изыБнежемъ въ величин силы при прохождени матерьяль- 

ной точкой каждаго изъ нихъ можно было пренебречь. Разстояя 

этихь элементовъ до центра обовначимъ соотвьтетвенно черезь 7, ”., 
г...: тогда получизмь 

Арти 
дит, 
А 2.1 

Аи-дг = 

дат, 

Спла, дЕйствующая на двяжущутося точку ва протяжени каждаго 

изь элементовъ, будеть имфть изкоторую среднюю величину можду 
значенями, отвфчающими началу и концу каждаго олементарнато 
перемвщея1я. Возьмемъь за величину силы среднее геометрическое 

между этими крайними зночешями Тогда иаар для перваго проме 
жутка найдемъ: 

т 
Н 
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Элементарныя работы при этомь допущетл оудуть таковы 

Ал (р, р (' =) 
г й ^ 75 

7» 
Ал Ну дет (;. — -). 

т НУ Аи = 

т 

Фа Ты 

А Ни она) ы 1 }. 
Ги ? Ти—1 

Сьладывая первыя и послёдшя части этихъ равенствъ соотв 

слвенно между собою и дЪлая приведеше получим: 

(185) 

Въ настоящемъ выводБ мы считали центральныя вилы (вилы 

взавмодЪйстии между двяжущейся точкой и центромь поля) силами 

притягатсльными. 
Если бы наоборогь сплы пзаимодВбствя межд) точками были 

силами отталкивательными, что будеть въ случа напр. двухъ одно- 
именных маснитюыхь полюсовъ или одноименныхъ количествь элек 
тричества, то выражоне {185) при перемблеи точки согласно 

фиг. 182 получило бы слБдуюний видъ: 

Т=я (- — ;) 
\ 70 г 

Опредвлене работы въ только что разсмотрённомъ случлВ было 

произведено аналитическим путемъ, благодаря тому, что мы имёли 
уравнене, опродфляющее зависимость Н`оть ? (188). Еели бы по- 
олёдняя была дава кривой въ осяхъ Н из, то та же работа могла бы 

бызь найдена графическимъ путемъ, при чемь выразилась бы учает- 

комь площади кривой вь границажь соотвбтотвующихь началу и 
хонпу даннато перемфщеня. 

Обратно, если бы лалъ была дана работа уравнешемъ (185), то мы 

Нашли бы напрявее какъ функцию времени при помощи выражен!я° 

С Таздииь Оснопы мехдныи 28 
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Знакъ минусь здфев введень потом), что работа, соверихаемая сила- 
ми при удалокш матерьяльной точки оть центра, т.е. при увелячени 
разотояня между ними, получаеть отрицательную величнну, такъ важь 

матеръяльная точка движется при этомь обратно направлению силъ 
Дёветвитечьно вычисияя зеличину 

5 АТ 

т 
при помощь уравнеюя (186), найдемь нослбдовательно 

;] = — &7)' 

или 

Н= паи {1854) 

$ 248. Работа въ частныхь случаяхь перемфщений, 
.. Движущался точка, возвращается на поверхность }ровня 

съ которой начала свое допжене. = 0. 

2. Если г< г» т. е. если масса ириблизилась къ центру, то ра 
бота при силахъ притятивательныхь положительна; вели г>/,—ра 
бота отрицательна. Въ первомь случа живая сила массы возрастаеть 
во второмъ уменьшается 

3. += 0; тогда Т=оо, т. е. при перемфщенли точки вт, центръ поля 

работа достигаеть безконечнобольной величины. Но какъ было зам - 

чено выше ($ 246), подобный случай является практически невоз 

МЮЖНЫВГЬ 

4 тс, 1=—, т. в. въ случа удалены точки оъ разотоя 
вия 5 на безконечнобольшое разстояще, работа будетъь зависть 

только отъ начальнаго разетояня точки. Работа при переходё точки 
изъ безконечности на данную поверхность уровня (7) въ случав 
отталкивательныхь силъ выразилась бы величиной“ 
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Величина эта буцетт, одна и та же для данной поверхности уровня 
подобно напряженио поля, и будеть, слВдовательно, опредёлять вполв$ 
данную поверхность. Лоэтому величиной этой работы можно пользо- 

затьея для характериетикн поля въ данной точх% или дя характе- 
ристики поверхности уровня, тТэгь болфе, что имфя ее, мы можезмь 

найти п напряжеше полн и величнну составляющей этого напряже- 

ви ири перемещен и матерьильной точки по любому нанравленю. 

При этомь является еще то удобетво, что работа, какъ и живая сила, 
не ныВеть ваправленя, подобно напряженно, которое приходвтся изо- 
бражать векторомь; въ случа же работы достаточно лишь знать ве 
литину ся и знакъ. 

$ 249. Потенщаль и котентальнея функмя 
У казаиную выше работу: 

хогорую произведуть силь, приложенныя нъ разсматриваемой мате- 
рьяльной точкё съ массой равной сдиниц®, при нереходВ ея изъ дан- 

ной точкй пространства вт, безконечность, называють потеншаломъ 
поля въ данной точь его. Терынномъ «потевшаль» мы обозна- 
чили работу, необходимую длн удалевя малерьяльной точки съ мас- 

еой въ одну единицу изъ данной точки цоля въ безконечность. Но бо 
лфе обще можно разумтъ подъ именемт ‹потенщала» работу, которую 

цеобходимо затратить для перемфщешя точки изь даннаго положен!я 
на опред®левную, выбранную заранфе поверхность уровня, остаю- 

шуюея при томъ постояниой для одного и того же изсл6довавя, Въ 

такозгь случав «потенщаль» въ данной точкЪ пайдется путемъ та- 

кихъ соображен; работа, необходимая для перемёщеня единицы 

маесы изъ данной точни поля въ безконечноеть, можеть быть пред- 

ставлена въ видё суммы работь на протяжени двухъ перем$щев; 
1) оть данной точки до выбранной произвольно, но остающейся за- 

тБиъ постоянной для даннаго вопроса поверхности уровня Г и 2) отъ 

этой поверхности уровня въ безконечноеть, 
ПослЪдняя работа будеть, очевидно, величиной постоянной (по 

верхность уровня постоянна), а потому, обозначая ее черезъ — С, 
получимъ: 

со =-= 
откуда 

т 
ТЕНИ НО (186) т 

Робота, леобходимал для перемьщенал точки съ данлой новерхноетл уровня 
въ безнопечность, обознычена чарезъ `С-со знакомь мипусь потому, что при 
при силахъ пригижешя между точками работа ть будеть отрицательна. 

23% 
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При разсмотренныхь условшхь величина потенщала будеть за 

виемь оть выбора постолипой произвольной С. 

Величниу эту пазывають «постоянной, произвольной» на осно 

ван: хёуъ же соображен, которыя были изложены выше въ $ 86 

отноентельно начальнато разетояня 5». 
Лю или другое змачеме леличины С не играоть роли въ томъ 

случаЪ, сели насъ питеревуеть не абсолютная велиинна потенцала, 
а разность похенщаловъ въ двухъ точкахь поля, иначе говоря, ра- 
бота, которую необходимо совертить для перемФищеня мадерьяльной 
точЕи изъ нфкотораго положения 4 н В ДьЬйетвилельно дня хаждахо 

изъ нихь имфемъ: 

ТВ г, И т. разотояня А в В отъ центра. 

Вычитая изт первато равенетва второе, находимь 

фан р аль (1. (180 
с при этомъ исчезаетъ. 

Еели, мы будемь разематривать матерьяльную точку еъ массой 
равной и’, то работа, которан должна быть затрачена для передви- 
жен!ч ея изъ данной. точки поля въ безконечность выразится такъ. 

ии 
и 

= Ри = — 

Величин» этой ирисваивають назвав е потеншальной функщаи. 

Подобно потепшалу потенщальная функдут, очевидно, зависить 

только отъ координать двшжущейся чочки. 
Изъ изложеннаго мы видимъ, что евли величины силъ, приложен 

ныхь нъ матерьяльной точьЪ, зависять лишь оть разстоявИя ея отт 
центра поля, то работа силъ, выражаемая въ случаВ точки съ мас 
сой равной единиц®, разностью потенщаловъ, зависнть лишь отъ 

налальнаго и конечнаго положетя движущейся масем. 
Таш силы называются обладающими потенщаломъ или потен 

Щальными. . 
Общее выражен!е потенщала при этомь таково 

Т=Гв уд . (188) 

$ 250. Новерхности равваго лотеншала. 
Послфднее уравнен!е, какъ извфство изъ аналитической геоме 

трав, предетавляеть собою уравиене поверхности, отнесенной къ тремъ 
оснмъ координать 
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ДЬйсгоптоль 
чезия, зретьн ил: 
апнъ при этомь поверхность. 

днумь коордипаламь мы можемь дать пропавольныя знал 
детей изъ урааленя (138); ие трудно пидфть, то мы полу- 

Различныя толки даниато поля сил, удовлетворяюния этому 
‘уравиенио л, елВдовательно, лежащил на данной поверхности, будучи 

раземитриваемы съ мехацичеекой точки зря, обладоють однимъ п 
тбуь же позонщаломь. Велфдетые этого и самую поверхность ва 
зывають поверхностью равнаго потенц!ала, 

Шодобныхь новерхностей во веякомъ снловомт потР можно пред 

ставить, очевидно, бозчисленное множество 
Если матеръильная точка будеть перемфщатьси по одной н той 

же поверхности равнато потоншала, то работа вилъ, къ ней прило- 
жениыхь, опредвляемая разностью потенщаловъ, будуть нулемъ. Но 

таю»ь камь при эхом ни сила, иъ лочкВ проложенная, ии перем$- 
щене, ею совертенное не равны нулю, то изъ выраженя злемен- 
тарной работы: 

находизеь 

тс 

Слздовательно, сала при этомь перпендикулирна къ направлению 
перемвщея точки или, болфе обще, сила перпендикулярна къ по 

верхноети равкаго потенщала. Но подобныя свойства, какъ мы выше 
видЪли, принадлежать поверхностямъ уровня {5 241), которыя, сл- 

довательно суть въ то же самое время н поверхности равнахо но- 
челщала. 

Ца основаши закона кивыхЪъ силь ныБемъ: 

эт 
=-@— 8 ы 

ДВ Си 0% суть потенщальныя функпрт, отв$чакючщя нЪкоторымт 

поверхностямь равнаго потеншала. При прохождени точкою данной 
поверхности 0 будеть величиной постоянной, а слдовательно, бу- 

деть постоянна и скорость хочки о. Такимь образомъ точка, находя- 
щаяся подъ дфйетмемь потенщальныхь силъ при прохожнени черезъ 
одну и ту же поверхность равнаго потенщала илн, что то же по 
зерхность уровня будеть имфть одну и ту же скорость *) 

$ 251. Соотношен между потенщаломь и капряжешемъ, 

Такъ какъ потеншалъ предетавляетъь работу необходимую для 

перемРщеня массы равной единиц изъ данной точки поля нл дан 

*) Слёдуеть зазебтить, что речь доб ндеть лишь объ абеолютной величии 
но пе о напрозлени скорости которое можеть быть вообще говоря разлачинымт. 
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ну (постоянную) поверхность уроьня, то соогношеше между нимь 
п напряжешехь поля въ данной точк$ будеть одинаково съ указан- 
ныхь вт $ 247 1 именно“ 

{183} 

и обратно 
{1905 

Знакъ минусъ въ первой формул поставлень потому, чго свяы ва 
правлены къ центру поля, а подъ потонщалозмь разумется работа при 
перемвщен и точки отъ центра, при чемъ направлемя силъ и пере- 
мЬщешы будуть обратны другр другу, т.е. с0з угла между ними 

деть равенъ—1 

$ 259 Поле ондъ и потонщаль вь случаЪ двухъ или ифекольнихь 

центровъ. 

Въ случаВ двухъ пли нЪеколькихь центравь нанряжене поля 

въ данной точий; его будетъ геометрической суммой напряжений, вы 

зываемыхъ каждымъь центромт; такъ цапр. прин двух центрахъ и Бемь: 

Н=Н-Н 

Когда мы разсматривали поле, образуемое однимь центромъ, то 
было ясно, что снловыя лныш. будучи радальными прямыми, могли 
пересвкатьея только въ центрЪ; въ остальныхь точкахъ пеля пере- 
сЪчев!с ихъ невозможно. 10 же самое свойств спловыя тии сохра 

няютъ и въ случаБ нбеколькихь пентровъ. 

Пайотвительно если бы мы допустили, что лв эти могутъ гдЪ 

либо ветртиться, мы тёмъ самымъ допустили бы возможность про- 

зеденя въ точкВ встрфчи двухъ касательныхь къ этимь лиШямъ, 
а такъ какъ касательная къ снловой лити въ данной точкЪ выра- 

жаеть направлене напряженя, то не говоря даже о величин по 
слёдняго, мы должны были бы закончить, что въ данной точк% поля, 
могуть существовать два направлен1я напряжев , что, очевидно, не- 
возможно, & нотому силовыя лиши не могутъ переезкаться. 

Фиг. 183 предотавляеть поле въ случаВ цвухъ цеизровъ еъ оди- 

наховыми массами. Спломными лишями проведены нересфленя ло- 
верхностей равнаго потеншала съ плоскостью чертежа; пунктиромъ 
предетавлены силовыя лини въ плоскости чертежа. Тв и друмя 
ззаимноперпендикулярны въ точкахъ ветрёчи. 

Выфето того, чтобы въ слузаф вфсколркихъ центровъ опредфляль 

поле посредетвомъь напряжешя находимаго теометрическимь сложе- 
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темъ напряжен, вызызасиыхь отдёльными центрами, предста 
влястся болфе укобпыхьъ опредфлить поле подобно тому, какъ это 

было указано выше {$ 248), посредетвомъ работы, которую нужно 

затратичь для перембщеня разематриваемой матерьяльной точки съ 

массой равной единиц изъ даннаго положеня на безконечно боть 

шое разотояне. Найцель выражено этой работы (потенщалл). 

Работа при перем$ щен точки съ массой равной единипв въ 

и пол, производимомъ н$%еколькими центрами я, м”, я ... будеть 

равна сумм работъь вебхъ силь вызываемыхьъ центрами т е 

а ы . (7 1) "(2 1) 
=” 0 И осо исЯ Ви ли т |2 

Ти ег У т г 

При удаленн точки изъ даннаго положеня на безконечнобольшое 

разетояв1е отъ центровъ ‘работа нентральныхь силъ или потеищаль 

выразитея тагъ: 

| 

“ т т -. 
7 7а 

Подооно тому что мы имфли въ случаЪ одного центра, п здесь 

потенщаль будеть функщей только разстоян! точки отъ центровъ 

Соедянивт, между собою веб тВ точки, для которыхъ потенщаль бу 

деть имть одно п то же значеше, мы и получимъ рядь поверхно 
стей равнаго потенщала. СуФдовательно потеншалъ будегь вполнЪ 

опредфлять данную точку пространства подобно напряжевню 

$ 253. Соотнешене нежду потенщалонь и напряжещемь въ произ- 
зольномъ поль 

Отнесемъ всВ величины къ тремь прямоухольнымь осямъ коор 
динатъ. Потенщаль будеть функшей координать мазерьяльной точки 
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а именно въ общемь видь ныЪемт; 

УЕГыь А. 
Еели точка перемфетнлаеь на ибкоторое разстоянле А состлвляюния 

котораго суть: А2, лу и Аз, то 

А’= [ХА 

при чемь (см. $8 62 п 169) 

АР. Ат Ат 
г 2 лу Ее 

+ У А] 

х (19) 

Поелфдизя величины предетавляпоть собою составляющия напря- 
жетя по направлещямъ осей или, что то же, проевщи напраяжешя 

на осн; слфдовательно нанряжене будеть равно: 

Направлене же напряжешя можеть быть опредфлено при поередствЪ 

косинусовъ утгловъ, образуемых пит съ осями; так, наир. 

р АГ 
т}. 
Р.А 

"= (= а] = 
Ау к 

Только что изложенныя разеуждевя относились въ матерьяльной 
точк$ съ масеою, равною единиц. Еели бы мы разсматривали точку, 

масса которой была бы равна т’, то змфето позеншала въ дайден- 

ныя выращешя слфдовало бы ввести потенщальную функиио, при 
чемь О — Тнг ($279); а выфото капряженя— силу, действующую на 

матеръяльную точку, т е. Р=Нт'. 

Изъ ‘изложеннаго видно, что если мы будежь знать распредёлеве 
потендала въ данномь полЪ, то безъ затрудненш найдется величина и 

направлен! напряжеюя въ любой точк. Замфтимъ при этомтъ, что ха- 

рактеристика поля посредством потеншиала является болфе удобной по 

вравненю съ напряжешемъ потому, что при этомъ не приходится имёть 
Дло съ геометрическими величинами, каковы напряжения, такъ какъ 
потенщалъ и потеншальная фунящя не нмЫотъ направления ($ 243) 

Приыфняя обозначешя высшей математики получи: 
= жил 

д =ао чу (Хаим 
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гдь круглое д воодецо дзЕ соозла е я сюстоыхь троизьодныхт далной 
фуницут. 

Отелода. за 9и 
%° р 

1. с. производных потенциальной фувкцаи по коордгиала 15 рав ы 
проекщимъ вил ив поординатиыя осн. 

$ 254. Однородное поле силь. Выражене работы сняъ, 
„Однороднымь или равномфрнымь полемъ силъ называют, такое, 

въ которомь силовыя лиюЁи суть прямыя паралельныя между собою, 
а напряженю поли 0 вебхь точках ого иметь одну и чу же ве 
личину, Полерхности уровня обращаются въ этоль случав въ пло- 
скости, периевдикулярныя къ силовымъ ливямъ. Таково вапр поле 

силъ тяжести, принимаемое въ практик% за однородное. 
. Найдемь работу центральныхь силъ въ этом случаф, 

дл \ Т=ш УРы =1ю У =) (194) 
т 

Поолфдиее выражен одинаново съ тЪыъ, которое получаехся при 
примфневи закона живыхъ силъ къ случаю цвижевя тёлъ въ пол 

силы тяжести. 

8 255 Законъ сохранешя энерми въ приифиени къ потентальнымь 
вилакъ 

Выше ($ 250) имБли. 

Отетода 

Равенство это и выражаетъ законь сохраневюя энерги въ примЪ 

неши къ центральнымъ силажь. 
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Ударъ т%$льъ 

$ 256. Прояехожденае удара таль. 
Еели два тёла приходять въ соприкосновеше, ныБя различных 

скорости, то происходить явлеве, называемое хдаромъ. Гакъ кактъ 
тфла не могуть проникнуть одно въ другое, то должно наступить 
намбыен!е относительныхь скоростей ихъ, & если. измВняетея ско 
роеть, то всякую причину, произведотую такое измфненю, можно раз- 
сматрлваль какъ еилу. Въ данномъ случаЪ является сила. называе- 
мая сплою удара 

Спла удара сели п не достпгаеть очень большой величины, про- 
пзводяжщей разрушене ударпощнхся тлъ, то вызываеть во веякомъ 

случав известное измфнее формы тфлъ въ точкахъ соприкоенове- 

я ихь между собою; поэтому тфла при удар не предетавляется 

возможныйгь разематривать какъ тфла абеолютно твердыя тфмъ б0- 

лфе, что подобное допущен привело бы къ тому, что усиля, раз- 

виваюцияея при удар велбдетве внезапнаго измбневя скоростей 

ударяющихея тблъ (а не постененнато прп измВнети формы ихъ) 

получили бы чрезмврно больпия величины которыя необхоцимо вы- 

звали бы разрушене тфлъ. 

Явлевя, пронсходанйя при ударв т®лъ, могуть быть весвма раз- 

нообразны *): «1) изыёневшя скоростей тфль; 2) измфнешя формы 

тВль; 3) колебательныя движенн частиць тфль; 4) разотройетво 

связи между частицами тфлъ; 5) разрушене тёлъ’ 6) звукъ’ 7) вы 

дЗлен!е теплоты, свЪта, электричества. 

Общее разсмотрён!е вопроса объ ударф требуетъ изелфдовантя 

веБхъ этихъ лвлены и вообще опредвлеюя движешя каждой изъ 

частиць тфль поелЪ ихь вотрчи при услови, что движеве ударя 

щихся масеъ до момента удара извЪетно 
Отсюда видно, что строгое разсмотрёе вопроса объ удар тВлъ 

предетавляеть больния затруфнеюя. Мы поэтому утовлетворяемся 

приближенемь. Именно мы замнимъ дЪйствительныя тЪла идеаль 

*) Л. Кириичезь Начала механиии, 1889 8 268 



Тг ХХУН Удлат аттъ 363 

Ныхит, состоя пиши изв массъ нензиёнлемой формы, снабженныхь въ 

точкахь удара пружинами, пружины эти будемь считать невио- 
щими массы. Черезь это предетавитея возможность отдфлить въ раз- 
сматриваемыхь тБлажь массу лещества и упругость вощеетва. Для 
раземотрёв я удара исупрутихъ тлъ будемь предполатать, что иру- 
мины, изызнивтя при ударф свою форму, вовсе ее затФмъ не воз- 

слановляють. Для раземотрьН!и же удара упругихъ т6ль предполо- 
жизгь, что пружины, изыфнивши сначала свою форму, затБиъ вполн® 
се возегановляють, такъ что въ концф удара форма ударившихся 
тфль будеть такою же, какъ и въ началЪ. 

Выгода разсмотрБвя тЬль такого строен!н заключаетен вр томь 

что мы при этомъ можежь ве разсматривать никаклхъ нвленй, про- 
исходящихь между частицами, п можемъ ограничитьст только р“в- 
смотрвыемь движешя ифлыхь массъ». 

$ 257. Внды удара тЬшъ. 
Вь зависимости отъ относительнаго направленя скоростей уда 

ряющихся тёлъ различаютъ слёдующ!е вицы удара: 
1. Прямой-—котда оба Бла въ точкЪ касаня имфють общую 

нормаль, совпадающую съ направлешемь скорости каждаго изъ тёлъ. 
2. Косвенный ударъ- когда скорости тёль образуютъ между 

собою утолъ. 

Въ зависимости отъ того, проходить ли общая нормаль въ точеЪ 
удара "Вир (нормаль удара) черезъ имъ центры тяжести пли ить 
различають ударъ центральный и вифцентренный;: При раземо 
треши центральнаго удара твлъ (прямой пли косвенный) нанболье 

проетымь. хотя к не безусловно нообходнмымъ. являстся предоту 
влезе ударяющихся тёлъ въ вид двухъ шаровъ 

При уцарЪ тВль изъ ввйиннихь сллъ на нихь дёйствуетъ только 

спла тяжести, но ввиду того, что продолжительность удара обыкно 
венно очень мата, усця же, при этомъ развиваюдияея по сравне 
Ию съ вБоомъ тЬль получаются весьма значительными, вляшемъ 

внлы тяжести можно пренебречь; слФдовахельно, вею совокупность 
ударяющихея тёлъ можно разематривать клиъ еистему подвержен 
ную только дфйствно внутреннихь силъ. 

Ооратимея первоначально къ изученио удара неупругихь тьть и 
пря томъ удара прямого и центральнахо. 

$ 258. Прямой цектрахьный ударъ двужь неупругихь т№лъ. 
Такъ какт, система двухъ ударившихея тьль подвержена только 

ДЬйствю внутреннихъ силъ, то для нея имфеть мото законь со- 

храновя количествъ движевя ($*210). Обозначчя массы тёлъ черезъ 

т, и т, скорости ихъ вначал® удара, о, скорости въ изкото 
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рос послфдующее зиновен е—#, и г,. находизгь 

зв, -- РВ, = Т.В Эа. 

Сабдетыемъ удара будеть то, что скороеть тёла ударивитато 

(пмзвшаго большую скорость) будегь уменьшаться, скорость же т 
подвергнувшагося удару, начнегь возрастать; такое измиеше скоро- 
стей будеть продолжаться до тВхъ порь, пока он не достигнуть в%- 

которато общато значешы #2; этоть моментъ будеть конномъ удара. 
Ирямзняя послЪдиее уравнене для промежутка времени между на- 
чатоль н комцомъ удара, получимъ: 

тб, Е Ао, (и 1 п}ь откуда (^, .} 

т, (195) 
пы 

Формула эта относитея къ тому слутало, вогца скоростя напра 

зтены въ одну сторону; вт противномъ случаф получаем: 

Уважехь главнфйие изъ частныхь сл) часвь 

1. № =0 тю в покоптея;, имбемь: 

27 

т, 
8 в, == 

то. 

ТЪла свонхъ скороетей не намВняютъ: ударъ отеутетвуеть. 

3. и, — —#:,; скорости направлены въ ирегавоположных стороны 

п равпы мехкду собою. Тогда 

т, —т, 
й т, 

4 м = 
я о” 

ВерхыЙ знавъ относится иъ случаю, когда скороехи направлены въ 
одну сторону, ниже —въ противоположных еторовьь 

5 мии = — 

а = 0. 

6. Масса ударлемаго хЬла значительно оольтше маесы ударяющаго 
тогда въ числителВ и знаменалелв пронебрегаемь членами из, и т, 
по сравненро со вторыми членами того и зругого и находим 
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прлемати тбла не намфиястся, Гъ частности, если а с скорость у; 

и, =0, 

1. ©. тЬло удариехея о неподвижную преграду, то опо теряетт свою 
скорость. 

Нифя это въ виду, частямь сооружен, колорыя должны безъ 

вред для вебн выдерживать сильпые удары, придаютъ значитель- 
ные вЪеа. 

7. Юелн скорость значительн‹ больше 9, хо подобно преды 

дущему °=и, 

тс скорость ударяющаго тВлу не измвняется 

$ 259. Теорема Карно. 
При ударб неупругяхь тБлъь сумма живыхь силъ ихъ умень 

зпается, происходитъ потеря живой силы, равная разности живых 
силь въ начал и кони% удара, а яменно: 

эт, 
к фо ее) *) 

Первая разность ивадратовт 

(и. — 9?) 

можеть быть преобразована слЗдующимь ооразомъ 

'Прибавляя къ ней велачину 

С Эно нь) 

равную нупю, найдемь 

ры — Зи Ни Эм — 2 = 

= (и, и (6, — 5). 

Точно такъ же для второй разности квадратовь получимъ 
: 9 

Такимт оорчзозгь искомая потеря живой енлы оудетъ равна: 

т 2. ; оо о иж ды 9 
но н\ основав и злконч сохраненя количесавь двятовя 

—:)=0 ты (в, рос 

) Цония закопь сохрянеши энерг, Мы зпасмъ, что живая сцза ве печезаеть 
окончательно, г преобразуется въ друе виды энерми 
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1 нотому окончательцо потучаемт, 

^ь (3 =: (в, — #* (126) 

т. с. живая сила, потерянная при удар неупругихъ тфлъ 

равна сумы жнивыхь силь, соотвЪтетвующихь потерян 
нымъ тлами скоростныь: (в,- *) и (+, —®). Теорема эта но 

сить назване теоремы Карно 

$ 860. Прямой центральный ударъ двухъ упругихь тВаъ. 
При ударБ упругнхь тёлъ нужно различать два пермюда: первый 

подобный пибющему мвето при удар веупругихь тВлъ, н второй 

состоящ въ возстановлени формы ударившихея тфлъ поел мо- 

мента напбольнтаго сожалчя ихъ. Въ конц второго перода разстояя 

между частицамн тёлъь будуть т6 же самыя, что и до удара, а по- 
тому работа внутреннихь силъ будетъь равна пулю ($ 224), д сл- 

довательно живая сила въ начал удара будет? равна живой сил 
ВЪ конц его, т. ©. 

РоЫ т.о. НР, 

Е ооо (9) 

Пайдемъ величины скоростей ударившихся тВль в, и, 5Ъ кониВ 

удара, для чего кром уравнейя живыхъ силь можемь воспользо 
ваться закономъ сохраневя количествъ движен!я: 

в: ЗН РО, = ВВ, 6 т? (198) 

Изъ ат го уравневя имфезгь: 

Е" — "== Ир" — 0.6 

ть; (0, в.) (ие =, (в, + 0.) (в — 2} 
Но таюъ какъ (уравнен!е 198) 

т (ив) =, (©. —%,) 
то 

откуда 
еже фа. 

Подетлвляя эту величину въ урлвнене (198) найдемъ 

т, (х 
9, (ты -- и.) = а, — о, + в, = 

Ни, — м) ны 1, -- То 
ити 

=(т не ны (6, — №, 

иу’ь образомъ при удар упругихь тёль нь той потери живой овты, ио- 

торая происходить при удар® тЪль неупругнхь и поличниа которой была опредфлена 
выше ($ 259). 
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Откуда о 

ь и (199) 
эт = въ 

Подооныы? же образомъ получимъ 

9 =и,- (200) т, 

Сравнимъ пряращешя скоростей ударившилея тЪлъ въ случаЪ 

тёль упругихь и неупругихь. Изъ послфднихь выражен (199) и 

{200) клходить 
2 

9, — в, = п. @ — 2) 
з 

дб.) 

Для тВлЪ ие неупругихъ имбемъ 

и -а, (,—=0 

о т, 
и - 

слЪдовательно 

чм, 

т е. измфнетя скоростей въ случаЪ тьть упругихъ будуть вдвое 

болфе нежели для тЪлту, неупругихъ. 

Раземотримъ нфкоторые частные случай удара упругихь тзлъ. 

Если массы тёлъ равны те т, =т то изъ уравнений (199 

и 200), получаемъ: 
9 =; ц= и, 

т. е, тЬла ыняются своими скоростями 

ели бы одно ихъ тВлт находилось эъ покоБ положимъ 

в =0 
чогда иыфемъ 

9 =0 

т. е. лослЁ удара ударившее тёло останется въ покоф а ударяемое 
приметь сто скорость. Заключене это находить себЪ подтверждене 

при извфотяомъ опыт8 съ шарами изъ слоновой кости *). 

*) Араевичь Учебнивь физики, стр 5"8 
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$ 261. Косвенвый центральный ударь тфлъ, 
Скорости тфль въ конц коевеннаго удара ихь находятся на 

основаннт изложеннаго вьышие о прямомь удар Въ, для чего слф- 
дуеть только разложить каждую нзь скоростей в, и +;, въ мгнове- 

пе удара ка дв (фиг. 184: по лини центровь тяжести тёлъ и но 

направлешимь, периендикулярнымъ къ 
той ливиг 

Составляющь а, и а, въ конц удара 
получають нЪкоторыя значейи о’ и 5, 

одинаковыя съ тфми, которыя бы ок 

тВди, ири прямо» удар тъль; соетавляю- 

ия 6, п, сохранять прежшя значея— 
такпагь образомъ окончательныл скорости ®, и в, будуть 

равны" 

8 962. Центральный ударъ упругаго тЁла © неподвижную плоскоеть 
Плоскость, о которую удариетея разематриваемое тВло предпо 

ложимь совершенно неизувняемой. 
Вь случаБ прямого удара твла в плоскость тЪло въ конц удара 

получаеть ту ще скорость, что и въ пачалВ его, но обратно наира- 
вленную, т. е. отражается оть плоекоети во скоростью равной по 

вечичинь вачальной скорости. 

Если ‹ударь быль косвенныхмь, то скорость ®, въ моменть 
удара можеть быть разложена на двЪ: а и В, изъ которыхъ первая 
паралельна къ плоскости, а вторая перпендикулярна къ пей, Бъ конць 
удара тфло будетъ имфть также де скорости: а = аи, кото- 

рын при сложенйт дадуть скорость ®, равную ®, п направленную 
къ перпендикулару къ плоскости подъ угломъ отражен, равномъ 
углу паденйя. 

Дйствитольныя явлевя удара отступаютъ ‘отъ только что раз 

емотрённато по слфдующимъ причинамъ: во первыхъ, въ точкахъ 
<соприкосновеня между тфлами при отноевтельномъь перемвщена 

является сила треня, уменьщающая величину насательной составляю 
‚щей скорости, что влечеть за собою уменьшене угла отражен тфла 
оть плоскости. Кром того сила эта вызываеть вращеше тБла. 

Во вторыхъ, тфла не обладають совершенцой упругостью, по 

этому нормальная составляющая скорости въ конц удара будеть 
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меньше соотвфтотвующей ей величины въ начал вго. Это обетоз 

тельство втмяеть лъ сторону увеличевя угла, отраженя. При про 
порцюнальномъ умсеньшени обфихъ составляющихь направлен ко 
нечной скорости можеть остатьел безъ измёнешя величина же ея 

будетъь во всякомь случаБ уменьшена. 

$ 263. Задачи *). 
1. Неупругое твло ввеомъ 30 фн., двлгаясь со скоростьо 1+4 фут./сек 

ударяетея о неподвижное тЪло вЪсомъ 10 фи. ударъ прямой цен 

тральный. Опредфлить скорость посл удара? 

2. Какую скорость должно имЪть неуиругое тфло вфеомъ 2 кгр., 
чтобы посредетвомь удара ивмнить екорость вла, вфеящато 8 кгр., 

съ 3 м/ек. въ 8,6 м/сек? 

3. Съ какою скорость должно ударитьея ноупрутос т®ло, вЪеомъ 
12 фн. рь непонвижное тВло, в5сомъ 30 фн чтобы послФднее пр!об 

Р&ло скорость 3,4 фут. /сек.? 

4. Каве результаты дадуть нредыдупия задачи если предпото 
‘ить тЪла совершенно упругими? 

5. Неупрутгое т6ло, вфеомь 20 ктр., движетея ео скоростью 

8 м/сек. Сь какою скоростью должно двигаться на ветрЪчу другое 

тЬло вВеомь 36 кгр., чтобы оба тзла посл удара остановились? 

6. ДвЪ повозки вЪеомъ соотв тотвенно 6 и 4 тины “*) движутся на 

зстрёау одна другой ео скоростью би 5 м./сея.. Найти: а) работу при 

удар; 6) мощноеть въ л. силахъ, если работа эта доставлена въ течеше 

1 сек. в) работу, если повозки движутся въ одномъ направлен? 
7.. Два желёзнодорожные побзда первый вфеомъ въ 16000 пуд., 

второй—18500 пуд. ивижутся одинъ за“ другимъ со скоростью 25 и 

40 вер./час. Опредфлить работу. которая пошла на разрушене поЪз- 

довъ при ихъ столкновенши, предполагая ударъ прямымъ централь 
нымъ и неупругимъ? 

8. Въ машин$ въ каждую минуту происходить по 20 встрёчныхь 

ударовъь между двумя неупругими тфлами вфсомъ 160 и 950 ктр 

изъ которыхь первое иметь скорость 1,75 м./сек а второе 0,6 м. сек 

Какъ велнка потеря живой силы въ сехунду? 

9. Два совершенио упругихь шара 20 и 50 фн вЪфсомъ дви 

жутся на ветрЪчу со скоростями 12 и 8 фут./сек. Найти скорости ихъ 

послф удара, предполагая послёдий прямымъ центральнымъ? 

10. Два совершенно упругихь щара 4 и В, пущенные евободно 

падаль съ выеоть й и! но одвой вертикалн и ВЪ одно и то же мгно- 

*} Бёльшая часть задачь настоя цей Тлавы взята изъ Учебрика меланики С 
Гуржеева, 1896. 

**) Тонва = 1000 кгр. 

6. Баздишь. Оеновы механяви. + 
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вешю, у арешотел о наклонную плоекость, уголь воторой вавенъ 45° 
Какое горизоитальное разелолне пройдугь итарым до ветрЪчи? 

71. Два нсупрумя вла эвсоиъ 6 и ТО кгр. двписуесят со скоростями 

и 26 м. зъ которыхь нерния образуеть еъ плоскостью каса- 

Ил утолт, 45°, а вторая утоль 757. (5 какими екоростями п по ка- 

кимъ направлешямь будуть двигатьея онф поел удара? 

12. Чугунная баба взеомь 190 пуд, падасть съ высоты ть 1 фугь 

ва сваю вфеомь 16 пуд., услублии ее при Удар® на 0.25 дм. а) Найти 

у санфотивления групти, проциолагая его поетоикиызгь. 0) Найти 

‚ который будути положень на сваю углубиль бы ее ва ту же 
величину? 

ГЕ... 

Ршентя задаче. 

1. 10.5 фгдев. 

2. 6 м.(еек. 

3. 1.9 фт. век. 

4. Вад. № [21 |и/век. для неподвнжнаго, 7 фт./ек. для 

ривитаго. Зад. № 2: 4,5 м./ек. Зад. №8: 595 фт./сек. 

5. 444 меек. 

6000. 4000 

9.81. 10000 6. а) {6 но)" — 14762 вер. м 

= Рае 

бопо . 4000 й 

- 9,91. 0000 ( 
29 кгр. м 

9.89 кер. м. 

3. в, = 18,57 феуеск.; в, = 

10. Тавь какъ тбла совертеняо упруги. то наклонная плоскость 
изубнить только направленит скоростей, величины которыхь будуть: 

3,428 федек. 

= —=У 2% и в= 2. Еела МА, то шарь В отекочить оть 
наклонной плоскосты по торизонтальному направленно, спустя 

5 
у? (УЕ — ИМ) сек. посл5 шара 1. Называт буквою т время, по 

прошествие котораго шарь В ударить |, находимъ, что время дви 

жешя шара А равно: 2 / УЁ—УМ 1 потому равстояне 

пройдениое имъ будетт. 

и от |› : у’ 9" | 
но сь другой слоероны 

й 

== Ире. 

Подставтая вь первое \равиеве выфело 2 его величин}  получимь 
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поелф везхъ сокращений: 
= Ий/.. 

—69°51'30“ в ==19,66 м.века о. ==19,5 м..сек.; я, =68955'40', 

12. а) Мекомая работа равна; РА == 100. 14 = 1400 пудофут. 
0) > пуд. 0,95 ды. = 1400. 18 пудоцм., откудь $7200 пуд 

Вымиииа эта показываеть, что утлублоше сван безь помощи удара 
было бы невозможно. 

их х>- 


